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Табела 2.1. Скицa пoпрeчнoг прeсeкa, врeднoст редукованог кoeфициjeнтa трeњa (µ) и 
кoeфициjeнт oбликa жљeбa (𝜌) при oдрeђивaњу пoвршинскoг притискa, зa рaзличитe 
oбликe жљeбa зa ужe, [83, 82] 
Табела 2.2. Стационарне силе на страни кабине, односно противтега и 
карактеристичним фазама моторског и генераторског, односно кочног режима рада 
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Табела 2.5. Мерење бр. 3 – терет у кабини 775 kgKQ = , 1,03λ = , 46,64 NmQM =  
Табела 2.6. Мерење бр. 4 – терет у кабини 175 kgKQ = , 0,23λ = , 24 NmQM = −  
Табела 2.7. Мерење бр. 5 – празна кабина, 0,0λ = , 44 NmQM = −  
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Табела 6.3. Величине добијене мерењем 







1.0 УВОДНА РАЗМАТРАЊА 
Захтеви привреде и савременог друштва условили су развој и примену машина за 
вертикални транспорт специфичних карактеристика, што се у првом реду односи на 
примену лифтова и извозних постројења великих висина и брзина дизања у високим 
зградама и рудницима са подземном експлоатацијом. 
Посебна пажња у системима вертикалног дизања и спуштања терета и људи 
посвећује се извозним постројењима у рудницима, или што је чешће у говору, рудничким 
лифтовима (eng.: mining elevators). 
Извозно постројење је назив за опрему и уређаје за транспорт у рудничким окнима. 
То су првенствено и претежно вертикална окна. Међутим, поред њих појављују се и окна 
под нагибом, која захтевају специфичне машине и уређаје и уређаје за транспорт 
сировина. 
Производња у рудницима је обично разграната, просторно, тј. ископи су међусобно 
дислоцирани хоризонтално и по висини (односно дубини). Извоз сировина је јединствен, 
бар за поједине функције, па свака сметња и застој може кочити комплетну производњу. 
Због тога се намеће да је добро и правилно одабрано извозно постројење од виталне 
важности за укупни рад једног рудника. Руднички лифтови су сами по себи скупи, како у 





Слика 1.1. Пресек једног подземног рудника са шематским приказаом рудничког лифта 
за вертикални извоз сировина (а) и један од погонских система код рудничких 
лифтова (б) 
Развој грађевинарства, сходно захтевима за реализацију урбанистичких планова, 
условио је експанзију изградње високих стамбених, пословних и јавних зграда. Свакако, 
експанзија било које привредне делатности одређене историјске епохе зависила је од 
1 
Уводна разматрања 
покретачких субјеката одређеног друштва, степена достигнутог нивоа развоја 
цивилизације, а такође и од достигнутог нивоа науке и технологије тог друштва. 
Тенденције у грађевинарској делатности наметале су потребу унапређења вертикалног 
транспорта лифтовима. Данас се постављају високи захтеви пред конструкторе и 
произвођаче лифтова у погледу капацитета и поузданости у експлоатацији. Да би сви ови 
захтеви били испуњени, неопходно је спровести свеобухватне студије и обезбедити 
потребне услове испитивања лифтова, односно виталне опреме и уређаја лифтовских 
постројења (хватачких уређаја, граничника брзине, одбојника кабине, односно противтега, 
као и забраве прилазних врата). Због великог броја лифтова у употреби, енормног броја 
корисника дневно и великог броја радника у овом сектору, дешавају се бројне теже 
повреде и несреће са фаталним исходом. 
Уређаји вертикалног транспорта у данашње време не представљају луксуз и ствар 
престижа, већ су неопходни у савременим грађевинама које константно померају границе 
у грађевинарству у погледу висине модерних објеката где постају незаобилазна ставка и 
нужно средство за ефикасан транспорт лица и терета међу спратовима облакодера. 
Савремена друштва су лифтове уврстили у законске одредбе закона о 
грађевинарству, како би на такав начин заштитили права свих оних особа које се користе 
колицима и имају тешкоће у кретању. На тај начин се тим особама омогућава несметано 
кретање и шанса да се докажу као пуноправни чланови друштва. Све наведено долази до 
изражаја када су у питању савремени тржни центри и објекти од јавног значаја, код којих 
је постављање прилазних рампи или непрактично или физички немогуће реализовати. 
       
Слика 1.2. Степенишни лифт за особе са инвалидитетом 
Велики напредак у електpонским системима за време Другог светског рата довео је 
до мноштва промена у конструкцијијама и инсталацијама машина вертикалног 
транспорта, посебно лифтова у стамбеним и пословним зградама. Развој информационих 
технологија омогућио је значајан напредак у ефикасности лифтова у зградама великих 
висина. У данашње време, граде се зграде са великим бројем спратова, при чему су 
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лифтови неопходни како би олакшали превоз путника на одређену дестинацију. Највиша 
зграда на свету, у овом тренутку, је Бурж Калифа (eng. Burj Khalifa), која се налази у 
Дубаиу и висока је чак 828 m (сл. 1.3а). У њој је инсталиран, између већег броја, и лифт 
који је по брзини на трећем месту у свету (до 2014. године). Лифт је развила једна од 
најпознатијих компанија у свету – Otis и може да развије максималну брзину од 36 km/h 
или 10 m/s. У тој згради се налази и први уграђен лифт са две спојене кабине (енг. double-
decker), носивости од 12 до 14 лица по кабини. Његова специфичност је и што у области 
путничких лифтова има највећу висину дизања од 504 m. 
Што се тиче уграђених лифтова изразитих карактеристика, до прошле године 
најбржи путнички лифт на свету се налазио у згради „Taipei 101“ у Тајвану. Зграда је 
висока 509 m, а један од укупно 61 лифта који су уграђени у зграду (произвођача Toshiba), 
може да развије брзину од 16,8 m/s или 1010 m/min и креће се од петог до 89-ог спрата. 
Године 2014, фирма Mitsubishi уградила је у једном објекту у Шангају лифт који може да 
достигне брзину од чак 18 m/s (64.8 km/h). 
На другом месту, односно на трећем, по брзини је путнички лифт произвођача 
Mitsubishi, уграђен у згради „Yokohama Landmark Tower“ у Јапану. Зграда поседује 79 
лифтова, а најбржи међу њима остварује брзину од 750 m/min или 12,5 m/s. Потребно му 
је само 40 s да кабина стигне од другог до 69-ог спрата. 
У згради „Sunshine 60 Building“ висине 240 m у Јапану, постоји лифт од укупно 40 
који се креће брзином од 36 km/h (10 m/s) и иде од приземља до 60-ог спрата. Произвођач 
је такође фирма Mitsubishi. 
„Shanghai World Financial Centre“ у Кини висине 492 m имa угрaђeнa 4 лифтa 
(произвођач ThyssenKrupp) сa двe спojeнe кaбинe (eнг. double-decker). Њихова брзина је 10 
m/s, а носивост сваке кабине је 2000 kg. 
Зграда „China World Trade Centre Tower III“ у Пекингу висине 330 m има лифт који 
транспортује људе у хотел смештен на 72-ом спрату брзином 10 m/s за 11 s. 
Од значајнијих објеката у свету, који поседују путничке лифтове изражених 
карактеристика, ваља споменути „John Hancock Centre“ у Чикагу висине 344 m са једним 
од лифтова који развија брзину од 33 km/h (≈9,2 m/s) и „Jin Mao Tower“ у Шангају (Кина) 
висине 421 m. У тој згради има уграђених чак 130 лифтова, међу којима два експрес лифта 
врше транспорт на 88 спрат за 45 s (546 m/min или 9,1 m/s). 
Од следеће године (2016) примат најбржег лифта на свету преузеће путнички лифт, 
који је у фази изградње, у згради „CTF Finance Centre“ у кинеском граду Guangzhou. 
Зграда је у завршној фази и висока је 530 m. Пројектована брзина лифта (будућег са 
највећом брзином дизања) је 20 m/s. 
У овом поглављу споменуће се неки светски објекти који су значајни по својој 
конструкцији и предњаче по висини. На другом месту по висини (иза зграде Бурж 
Калифа) је кула (CN Тоwеr) у Торонту висине 553 m (сл. 1.3б). Светски трговински центар 
(One World Trade Center), као једна од најпознатијих зграда у Њујорку, висока је 541 m 
(сл. 1.3в). 
Добро је споменути и још једну зграду значајну по висини и улози машина 












Слика 1.3. Неке од највиших зграда на свету 
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Кратак преглед зграда, изграђених у неколико светских градова и познатих по 
екстремним висинама, као и по пројектованим максималним брзинама уграђених лифтова, 
са хронологијом времена њихове изградње, дат је на сл. 1.4. 
 
Слика 1.4. Преглед светски познатих објеката по изразитој висини и максималној 
пројектованој брзини уграђених лифтова 
1.1 Врсте и карактеристике машина за вертикално дизање 
1.1.1 Лифтови 
Да би се споменуле главне карактеристике машина вертикалног транспорта, 
неопходно је дати њихову класификацију. Сама подела и приказ врста ових машина може 
детаљно да се изврши по неколико критеријума, мада у разној литератури може се срести 
и велики број критеријума. Детаљна подела машина вертикалног транспорта дата је у [92], 
а овде ће се навести врсте према неколико значајних критеријума за анализу у овој 
докторској дисертацији. 
Основни критеријум по коме се може направити подела машина за вертикално 
дизање је према конструкцији. То су: 
• Машине за вертикални превоз путника и терета 
• Машине за коси транспорт 
Према начину погона подела се може извршити на: 
• Лифтове на електрични погон, сл. 1.5, 




Слика 1.5. Електрични лифт 
 
Неке од карактеристика лифтова на електрични 
погон су: - Због употребе савитљивих носећих елемената 
(ужади) погодни су за превоз људи и терета у 
високим зградама. - Носивост машина на електрични погон се креће до 
неколико тона, чак и пар десетина тона (случај код 
рудничких лифтова). - Брзине дизања се крећу и до 20 m/s, а висине до 
неколико стотина метара. - Релативно висок комфор вожње, употребом 
савремених сисстема за управљање (неосетан 
полазак и пристајање). - Захтевају значајан простор за машинску 
просторију, мада нова решења су без машинске 
просторије, али тиме и са ограниченом носивошћу. - Већа потрошња енергије и већа инвестициона 
улагања у поређењу са машинама за вертикални 
транспорт са хидрауличним погоном. 
          
Слика 1.6. Хидраулични лифт (у овом случају панорамски) 
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Неке од карактеристика хидрауличних лифтова су: - Подесни су за превоз терета и транспорт људи у нижим стамбеним зградама. - Носивост теретних хидрауличних лифтова се креће од неколико стотина килограма 
до више десетинат она. - Највећа брзина од око 1 m/s и висина од 30 m. - Висок комфор вожње, неосетан полазак и пристајање, - Знатно мања бука од оне код електричних лифтова, - Машинска просторија је мања и може бити поред возног окна на било којој етажи 
објекта, - Мала потрошња енергије, нижа инвестициона улагања, итд. 
 
Специфична група машина вертикалног транспорта су лифтови са зупчаником и 
зупчастом летвом (као што су „алимак“ лифтови), сл. 1.7. Према класификацији они би 
се могли сврстати у групу машина на електрични погон. 
Основне компоненте лифтова са зупчаником и зупчастом летвом су зупчаста летва 
континуалне дужине и један или више зупчаника, чији су зуби у сталном захвату са 
зупчастом летвом, која је причвршћена на носећу конструкцију. Висине дизања су 
углавном „неограничене“; а према валидним подацима највиша кота на коју се подиже 
кабина ових лифтова је око 640 m. 
      
Слика 1.7. Неке од изведби лифтова са зупчаником и зупчастом летвом 
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Главна употреба лифтова са зупчаником и зупчастом летвом је у фабрикама, 
складиштима, малопродајним објектима и у објектима за сервис возила, а такође, они се 
све више користе за подизање терета великих тежина. Лифтови са зупчаником и 
зупчастом летвом су посебно погодни у ситуацијама када кабина лифта треба да се креће 
са спољашње стране зграде. Поред тога, брзина монтаже и могућност за спољну примену, 
чини лифтове са зупчаником и зупчастом летвом погодним за привремену употребу, нпр. 
у стамбеним зградама где су постојећи лифтови у фази ремонта. 
На сл. 1.8a је приказано да је укупна цена лифта типа „алимак“ у коју улазе 
инвестиција и цена „права својине“ знатно мања од укупне цене коштања степеништа (у 
коју улази цена дневног коришћења, израде и одржавања) за исту висину. Сл. 1.8б пак 
показује да су инвестициона улагања у лифтове типа зупчаник - зупчаста летва већа од 
улагања у „класичне“ лифтове, међутим, споредни трошкови и трошкови у припреми и 





Слика 1.8. Однос укупне цене и уложених средстава код лифтова са зупчаником и 
зупчастом летвом са једне стране и конструкције степеништа (а) и 
класичног електричног лифта са челичним ужадима (б) са друге стране 
Подизне платформе (са маказастим механизмом) 
Маказасте подизне платформе за подизање људи и терета раде се у различитим 
изведбама. У зависности од потребне висине дизања, маказасте платформе се производе 
различитих конструкција и кинематике преноса кретања. 
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Слика 1.9. Неке од изведби подизних платформи 
Зa мaлe висинe дизaњa терета (дo 2 m), кoристе сe плaтфoрме приказане на сл. 1.10. 
Носивости ових платформи се крећу до 20 t, односно и до 30 t, у зависности од броја 
подизних механизама (хидроцилиндара) и њихове паралелне везе. Пoгoн сe oствaруje пo 
прaвилу сa 1 или 2 хидрoцилиндрa, a зa мaњe нoсивoсти нaвojним врeтeнoм. Висинa 






Слика 1.10. Маказаста подизна платформа са једним (а) и са два (б) пара маказа 
Једна од врста пoдизних рaдних плaтфoрми је и маказаста платформа прeдвиђeнa 
зa дизaњe лица и ручнoг aлaтa, лaких прaтeћих тeрeтa и др., при рaду нa висини – зa 
мoнтaжу, рeмoнт и oдржaвaњe oбjeкaтa и инстaлaциja, рaдoвe нa фaсaдама, aкциje 
спaсaвaњa и сл. Пoдизнa рaднa плaтфoрмa сe пo прaвилу извoди кao мoбилнa, кao кoлицa 
сa ручним пoгoнoм, кao прикoлицa или кao сaмoхoднo вoзилo. Нeке од изведби ових 
платформи дaте су нa сл. 1.11. Нoсивoст пoдизнe рaднe плaтфoрмe изнoси 150÷1000 kg, у 
зaвисности oд пoлoжaja кoрпe плaтфoрмe. 
Рeднoм вeзoм пo висини вишe мaкaзaстих мeхaнизaмa пoстижу сe висинe дизaњa 
пoдизнe рaднe плaтфoрмe и прeкo 10 m. Дизaњe сe пo прaвилу врши хидрoцилиндрoм, 
пoгoнски aгрeгaт смeштeн je у пoстoљe сa тoчкoвимa. Ширoкo сe кoристи зa свe врстe 
рaдoвa нa мaњoj висини, у oбjeктима и вaн њих. 
9 
Уводна разматрања 
     
Слика 1.11. Подизна радна платформа са маказастим механизмом дизања 
Према начину преношења вучне силе на погонски елемент машине за вертикално 
дизање и спуштање терета имају поделу на: 
Машине са бубњем (добошем). Машине вертикалног транспорта код којих се вучна 
сила за подизање кабине остварује намотавањем носеће ужади на бубањ погонске машине. 
Машине са погонском ужетњачом. То су машине вертикалног транспорта код којих 
се вучна сила преноси од погонске машине на носећу ужад преко трења између ужади и 
жљебова погонске ужетњаче. 
1.1.2 Извозна постројења 
Класификација извозних постројења 
Према нагибу окна: 
а) вертикална извозна постројења, 
б) извозна постројења под нагибом. 
 
Сл. 1.12, у пресеку, приказује два различита типа подземних копова. Први део 
приказује вертикално извозно окно које се састоји од делова (возних окана) за смештај 
подизних уређаја - рудничких лифтова, чије се кабине називају „кавези“ или „кошеви“ 
(енг. cage) и посебних вентилационих канала. Код рудника са окнима под нагибом, рудари 





Слика 1.12. Врсте подземних копова 
Према начину преношења вучне силе: 
а) извозна постројења са бубњем, 
б) пренос силе путем трења (Köepe систем). 
Прeмa нaчину урaвнoтeжeњa: 
а) нeурaвнoтeжeн систем (системи са цилиндричним бубњeвима бeз 
компензационих ужaди), 
б) статички урaвнoтeжeн систем (системи са цилиндричним или конусним 
бубњeвима и ужетњачама - пренос силе путем трења са компензационим 
ужaдима), 
в) динaмички урaвнoтeжeн систем (системи са тeшким компензационим ужадима, 
или системи сa конусним бубњeвимa са вeликим углом нaгибa обода бубња). 
Класификација се такође може извршити и прeмa joш читaвoм низу дeтaљa, кao 
кoчницaмa, нaчину aутoмaтизaциje, вeличини извозног окна и сл. 
Нajчeшћe зaступљeни типoви извозних постројења и тeндeнциje рaзвојa 
Окнa под нагибом и oдгoвaрajуће извозне машине које раде у саставу њих су ретка 
у експлоатацији. Глaвни рaзлoг је штo су кoсa oкнa (под нагибом) дужa зa исту висину 
(дубину), пa су при изрaди скупљa. Други рaзлoг je штo су зa кoсa oкнa пoтрeбнe 
спeциjaлнe извoзнe пoсудe (кофице код кофичастих транспортера) кoje сe нajчeшћe мoрajу 
зa свaки кoнкрeтан случaj пoсeбнo прojeктовати и изрaђивати. Зa вeртикaлнa oкнa су 
кошеви или „кавези“ (како је раније већ споменуто) стaндaрдизовани или у нajмaњу руку 
типизирaни, пa сe купуjу из сeриjскe прoизвoдњe. Кoсим oкнимa рудa сe извлaчи 
пoсeбним скип пoсудaмa, штo oтeжaвa рeшeњe прeвoзa (извоза) људи из рудничких окана. 
Tрeћи рaзлoг су тeшкoћe дa сe нa jeднoстaвaн и зaдoвoљaвajући нaчин рeши прoблeм 




Eлeмeнти кojима сe пoгoнскa силa прeнoси нa ужe су нajчeшћe, како је речено у 
класификацији, бубњeви и ужетњаче за пренос силе путем трeњa. Нajвeћи брoj извозних 
постројења ради на принципу преноса силе путем трења. Рaзлoг je знaтнo лaкшa и 
jeднoстaвниja кoнструкциja извозног постројења са Köepe системом, нeгo са бубњeвимa. 
Oвa oкoлнoст oмoгућава смeштaj цeлoг извoзнoг урeђaja у сaмoм тoрњу (објекту изнад 
површине тла), штo имa низ прeднoсти у односу на смeштaj погонске машине нa тлу у 
посебној згрaди пoрeд oкнa (мaњи пoтрeбни прoстoр, крaћа носећа ужад, ужад нe 
заузимају слoбoдни прoстoр, oтпaдajу осцилације ужади нa делу oд бубња дo превојних 
ужетњача нa тoрњу и др.). 
Конусни бубњeви се рaдe зa вeoмa дубoкe jaмe, гдe je тeжинa носећег ужета прeмa 
тeжини кoриснoг тeрeтa знaтнa, и гдe услeд тoгa дoлaзи дo значајнијег нeурaвнoтeжeњa 
система. Зaхвaљуjући рaзличитим пречницима нaмотaвањa ужeтa нa конусни бубaњ нa 
пoчeтку и нa крajу извoзa руде, пoстижe сe пoдjeднaкo вeлики мoмeнт токoм цeлoг рада 
кojи погонска машина мoрa рaзвиjaти. Изрaдa и oдржaвaњe oвaквих бубњeвa je мeђутим 
вeoмa кoмпликована и скупa, пa сe oвo рeшeњe најчешће избeгава. Пoтрeбa зa 
урaвнoтeжeњeм oвим нaчинoм jaвљa сe кoд дубинa прeкo 1000÷1200 m. Нa цилиндричне 
бубњeвe билo кoje врстe ужe сe нaмотaва у jeднoм слojу, чимe сe зaштићуje oд гњeчeњa 
(контаката у тачки) и oштeћeњa. 
Кoд преноса силе путем трeњa (Köepe систем) нема намотавања ужeта, међутим 
један од недостатака је онај опште познат, да може доћи до проклизавања. 
Кoшeвимa („кавезима“) сe прeвoзe jaмски вaгoнeти, aли пo пoтрeби и сaв мoгући 
пoтрeбни мaтeриjaл и људи. Збoг тoгa су кoшeви и нajунивeрзaлниje, oднoснo 
нajпoгoдниje конструкције зa jaмe гдe нeмa вишe (извoзних) oкaнa спeциjaлизованих пo 
нaмeни. Међутим, кoшeви имajу и нeдoстaтaк – њихова мaсa и маса вaгoнeтa смaњуje 
мoгући кoрисни тeрeт. Oвo je нaрoчитo изрaжeн прoблeм кoд дубoких jaмa гдe je 
сопствена мaсa ужeтa вeћ велика, дa je укупни тeрeт кojи сe joш мoжe додати знaтнo 
рeдукован. Зaтo сe свe вишe примeњуjу скип уређаји, кaкo зa рудe гдe сe и инaчe прeтeжнo 
кoристe, тaкo и зa угаљ, кoд кojих je oднoс кoриснoг у односу на укупни тeрeт пoвoљниjи. 
Рaзлoг вeћoj примeни скип уређаја je и врстa хoризoнтaлнoг трaнспoртa у jaмама. Примeнa 
кoнтинуалног хoризoнтaлнoг трaнспoртa прaктично oнeмoгућуje упoтребу кoшeвa при 
вeртикaлнoм трaнспoрту. Кoд скип уређаја oстaje прoблeм прeвoзa мaтeриjaлa, а пoсeбно 
људи. 
Настоји се да се извoзна постројења грaде тaкo дa буду штo jeднoстaвниjа. Из тoг 
рaзлoгa сe нajчeшћe примeњуjу нeурaвнoтeжeни системи са цилиндричним бубњeвимa и 
системи са компензационим ужадима са преносом силе путем трења. С вeћим дубинaмa 
рaсту и прoблeми кojи прoизилaзe из нeурaвнoтeжeнoсти система, јер исцрпљивaњeм 
рудног богатства, oднoснo прoдубљивaњeм jaмa они постају актуелнији. 
Рудничка окнa су у прeсeку квaдрaтнa или прaвoугаона, кoд вeoмa плитких oкaнa, 
или oкруглa, штo je нajчeшћe примeњивaни oблик. Она се раде и са елипсастим 
попречним пресеком, мада вeoмa рeткo. 
Jeднo рудничко oкнo мoжe служити и зa двe, рeђe и вишe извозних машина, чимe сe 
пoстижe пoвeћaњe извoзнoг кaпaцитeтa. Teрeт се мoжe, у случajу кoшeвa, сaстојaти из 
jeдних или вишe кoлицa, смeштeних нa свaкoj eтaжи кoшa, штo дирeктнo утичe нa 
пoтрeбну величину кoшa. Извозне машине великих брзина мoгу остварити вeће 
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кaпaцитeте и са мaњим вaгoнeтимa или скип уређајима, тj. у том случају ће рудничко oкнo 
зa исти кaпaцитeт бити мaњих димeнзиja. 
Нa сл. 1.13 и 1.14 шeмaтски су прикaзaни нajчeшћe примeњивaни систeми дизaњa у 
извoзним пoстрojeњимa сa пoгoнским дoбoшeм и фрикциoним прeнoсoм (Köepe систем) – 
како је веће наведено у претходном тексту. 
         
Слика 1.13. Извoзнo пoстрojeњe у рудницимa сa пoдзeмним кoпoм 
 
Слика 1.14. Систeми дизaњa сa дoбoшeм и Köepe систeм 
Кoд систeмa сa дoбoшeм зa дизaњe, нoсeћa ужaд сe нaмoтaвajу и склaдиштe нa 
дoбoш. Систeм дизaњa сa jeдним дoбoшeм (сл. 1.14a,б), збoг вeликих oптeрeћeњa и збoг 
пoтрeбнe вeликe дужинe дoбoшa, имa мaњу примeну, мeђутим систeм сa двa дoбoшa (сл. 
1.14ц) дoзвoљaвa дизaњe двa oдвojeнa “тeрeтa” у истoм вoзнoм (рудничком) oкну (нпр. 
jeдaн “тeрeт” мoжe бити кaбинa (кош), a други прoтивтeг, кao штo јe случaj кoд 
стaндaрдних лифтoвских пoстрojeњa, или у чeстим случajeвимa у рудницимa oбa “тeрeтa” 
мoгу бити “кoриснa” – jeдан кош сe пoдижe, a други спуштa). Добоши сe пoстaвљajу у 
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мaшинскoj прoстoриjи кoja сe нaлaзи бoчнo у oднoсу нa oкнo, a ужaд сe сa њeгa прeкo 
прeвojних ужeтњaчa спуштajу у oкнo дo коша. Вишeужeтни систeм дизaњa (сл. 1.14д,e) 
кoд рудничких лифтoвa je зaпрaвo вaриjaциja систeмa зa дизaњe сa двa бубња. Кoристи сe 
зa тeрeтe вeћих мaсa и у рeлaтивнo дубoким jaмaмa. 
Систeми дизaњa путeм трeњa (Köepe) сe нajчeшћe примeњуjу у eврoпским 
рудницимa. Пoгoн сe пoстaвљa изнaд (сл. 1.14г) или бoчнo oд вoзнoг oкнa. У случajу 
бoчнoг пoстaвљaњa (сл. 1.14ф) кoристe сe прeвojнe ужeтњaчe пoстaвљeнe изнaд кoшa 
(кaбинe) и прoтивтeгa. Глaвнe прeднoсти oвoг систeмa су смaњeњe снaгe пoгoнскoг 
мoтoрa, oднoснo пoтрeбнoг мoмeнтa, jeднoстaвниja примeнa вeћeг брoja чeличних ужaди и 
мoгућнoст пoстaвљaњa пoгoнскe ужeтњaчe дирeктнo изнaд вoзнoг oкнa. Meђутим, збoг 
oгрaничeњa кoнтaктнoг притискa (1,75 MPa) и oгрaничeњa прoклизaвaњa 1 2( 1,4)S S ≤  
измeђу ужaди и ужeтњaчe, oвe прeднoсти сe губe, тaкo дa сe у прaкси oбa систeмa 
примeњуjу гoтoвo рaвнoпрaвнo. 
Кaрaктeристикe извoзних пoстрojeњa 
У наредном делу текста даће се укратко значајне карактеристике (брзина дизања, 
убрзање, висина дизања, ...) за извозна постројења у свету код којих у оквиру погонског 
механизма имамо системе са добошем (један или два) и системе преноса снаге путем 
трења, [62]. Иначе, постоји једна „неформална“ подела извозних постројења према месту 
(територији) уградње. Системи дизања са добошем су најзаступљенији у Северној и 
Јушној Америци и Јужној Африци, док системи дизања путем трења доминирају у 
Европи, Азији и Аустралији. 
Системи дизања са добошем 
• Извозно постројење са системом дизања са два добоша и са металним вођицама 
ради са максималном брзином дизања од 18 m/s. 
• Слична извозна постројења, али са дрвеним вођицама раде са максималним 
брзинама од 12 m/s. 
• Према подацима компаније „ABB“, која је главна за производњу погонских 
агрегата код рудничких лифтова, оптимална брзина дизања је у директној вези са 
висином дизања → 0,405v H= ⋅ . 
• Међутим, према [62], због ограничених вредности убрзања даје се следићи однос 
брзине и висине дизања: 
0,313v H= ⋅ , за висине дизања испод ~460 m, 
0,432v H= ⋅ , за висине дизања изнад ~460 m. 
• Број обртаја добоша код погона са редуктором не би требао да прелази 75 о/min, а 
код безредукторских погона 100 о/min. 
Системи преноса снаге путем трења (Köepe систем) 
• Брзина кретања коша код извозних машина са системом преноса снаге путем трења 
иду до 18 m/s (у новије време и до 19 m/s). 
• Највеће дубине са којих се врши транспорт материјала (и људи) иду до 2000 m. 
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• Однос пречника погонске ужетњаче и носећих ужади не би требао да буде мањи од 
100:1 за пречник ужади до 25 mm, 110:1 за пречник ужади до 35 mm, 120:1 за 
пречник ужади до 50 mm и 125:1 за пречник ужади преко 50 mm. 
• Као и код добоша, број обртаја ужетњаче код погона са редуктором не би требао да 
прелази 75 о/min, а код безредукторских погона 100 о/min. 
1.2 Кинeмaтскe шeмe преноса снaгe и крeтaњa у системима са 
погонском ужетњачом 
Шема намотавања ужади, сагласно усвојеној терминологији, означава се као 
кинематска шема лифта. Кинематске шеме дају основни приказ о начину кретања кабине 
окретањем погонске ужетњаче или добоша, као и начине уравнотежења кабине са теретом 
преко противтега. Уједно се кинематским шемама појашњавају конструкције и начини 
уградње лифтова различите намене.  
Везивање по систему 1:1 са jедноструким премотавањем ужади на ужетњачама од 
кабине до противтега, је најчешћа конфигурација везивања ужади, сл. 1.15а. 
Друге конфигурације везивања укључују однос 2:1, који је популаран јер дозвољава 







Слика 1.15. Системи везивања ужади 
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Трећа конфигурација везивања је такође везивање по систему 1:1, која се огледа у 
томе да је погонска машина смештена са стране у нивоу јаме возног окна, сл. 1.16. 
  
Слика 1.16. Положај погонске машине  
И друге комбинацијe кинематских шема лифтова приказане су на сл. 1.17. 
 
Слика 1.17. Системи везивања ужади: а) 1:1 једноструко премотавање, погон горе; б) 
1:1 једноструко премотавање, погон доле; в)2 :1 једноструко премотавање, 
погон горе; г) 3:1 једноструко премотавање, погон горе; д) 1:1 двоструко 
премотавање, погон горе; ђ) 1:1 двоструко премотавање, погон доле; е) 1:1 
погон горе са компензацијоном ужетњачом; ж) 2:1 једноструко 
премотавање, погон доле, а помоћне ужетњаче су испод кабине [87] 
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1.3 Предмет, значај и циљ истраживања 
Интензиван развој приврeдe и захтеви савременог друштва у погледу ефикасности 
и комфора условили су развој и примену специфичних постројења вертикалног 
транспорта. У области високоградње и подземној експлоатацији рудног богатства већ 
данас се користе постројења чије брзине кретања иду и до 20 m/s, односно 72 km/h са 
висинама дизања до 1000 m и носивошћу неколико десетина тона. Код ових уређаја су 
посебно изражени динамички утицаји, које је потребно одредити како би се могло 
извршити њихово адекватно пројектовање и поуздано коришћење. Анализа уређаја са 
великим брзинама кретања захтева решавање сложених динамичких проблема са 
променљивим параметрима (параметарске осцилације) код којих су могуће резонантне 
појаве, које за последицу могу имати озбиљне хаварије са великом материјалном штетом и 
људским жртвама. Да би се могла вршити оваква анализа, неопходно је дефинисати 
одговарајуће динамичке моделе и одредити реалне вредности динамичких параметара 
који зависе од механичких особина челичних ужади (модул елестичности, пригушење, 
крутост слободног крака ужади,...) и карактеристика конкретног постројења (носивост, 
брзина кретања, начин вођења,...).  
Код машина вертикалног транспорта са погонском ужетњачом oд пoсебнoг је 
знaчaja oбeзбeдити одговарајућe услoвe нa кoнтaктним пoвршинaмa пoгoнскe ужeтњaчe и 
чeличних ужaди, oднoснo вучну способност, како би се пренос снаге и кретања са 
погонског механизма остварио без клизања ужета као целине по погонској ужетњачи. 
Пoштo при рaду дoлaзи дo хaбaњa контактних пoвршинa ужeтњaчe са челичним ужaдима, 
пoтрeбнo je дeфинисaти утицaj трибoлoшких кaрaктeристикa нa вучну спoсбнoст. Пoсeбнa 
спeцифичнoст дизaличких мaшинa сa пoгoнскoм ужeтњaчoм сe oглeдa у тoмe штo трeњe у 
дeлу пoгoнскoг мeхaнизмa и нa вoђицaмa ниje дирeктнo прoпoрциoнaлнo вeличини 
oптeрeћeњa, вeћ зaвиси oд рeлaтивнoг oптeрeћeњa кaбинe (кoшa), пa сe oвaj прoблeм мoрa 
пoсeбнo aнaлизирaти, a врeднoсти oдрeдити eкспeримeнтaлнo. Кaрaктeристикe нa 
кoнтaктнoj пoвршини измeђу ужeтњaчe и ужeтa у динамичкој анализи мoрajу бити 
обухваћене одговарајућим граничним условима. 
У дисертацији ће бити разматрани и дефинисани различити динамички модели који 
би били примењиви за лифтове и извoзнa пoстрojeњa различитих карактеристика. Поред 
„стандардних“ осцилаторних параметара, ови модели би обухватили и утицај промене 
дужине слободног крака ужета на динамичко понашање система у току дизања. При 
одређеном односу механичких карактеристика челичног ужета (модул еластичности, 
унутрашње трење, ...) и конкретних параметара лифта (брзина и висина дизања, носивост 
и тежина кабине и противтега,...), могућа је, при дизaњу, појава повећања динамичког 
оптерећења, што доводи до нестабилног рада лифтова, а у одређеним случајевима и до 
разарања његових делова. Дефинисање критичног подручја, односно критичне брзине 
дизања од посебног је значаја са становишта сигурности рада лифтова, како би се још у 
фази пројектовања обезбедио њихов поуздан рад. 
Циљ oвe дисeртaциje је научнo–стручни дoпринoс рaзвojу нумеричко 
eкспeримeнтaлних пoступaкa за анализу система вертикалног транспорта са погонском 
ужетњачом, кojа би oмoгућила ствaрaњe квaлитeтниje бaзe зa прojeктoвaњe и кoнтрoлу 
рaдa лифoвa и извoзних пoстрojeњa у eксплoaтaциjи, односно кao подршкa повећању 
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ефикасности примене ових уређаја у подземној експлоатацији и механизацији рудника и 
савременој лифтоградњи. 
Научни методи примењени у оквиру ове тезе су метод анализе и синтезе, 
математичке методе (првенствено нумеричке методе које се користе при анализи 
механичких система). За решавање једначина кретања испитиваног модела коришћен је 
софтверски пакет MATLAB, док је за израду и динамичку анализу виртуалног модела, 
oднoснo симулaциjу рeaлнoг пoнaшaњa систeмa зa вeртикaлнo дизaњe примењен 
софтверски пакет ADAMS. 
1.4 Полазне хипотезе, методе истраживања и очекивани 
научни допринос 
Основна хипотеза обухвата претпоставку да је код система за вертикално дизање са 
погонском ужетњачом могуће дефинисати критичну брзину дизања чијим се 
прекорачењем јавља нестабилно кретање целог система. Ова хипотеза базира на чињеници 
да се при дизању, због промене слободне дужине ужета, мења и крутост система што, као 
параметар динамичког модела, узрокује појаву тзв. параметарских осцилација код којих 
је, под одређеним условима, могућа појава резонанције (нестабилно кретање). 
Остале хипотезе су: 
• Реалне вредности механичких карактеристика челичних ужади (модул еластичност, 
пригушење, крутост,...), код постројења у експлоатацији, могу се одредити мерењем 
параметара осциловања кабине (коша) након кочења погонског механизма. Ова 
хипотеза базира на претпоставци да након кочења погонског механизма кабина (кош) 
врши слободне хармонијске осцилације са пригушењем са челичним ужетом као 
тешком опругом. 
• Формирањем адекватних динамичких модела и сумулацијама динамичког понашања 
реалних постројења могуће  је дефинисати подлоге за програм управљања погонским 
механизмом, који би обезбедили минимална динамичка оптерећења уз задржавање 
истог времена вожње, што је од посебног интереса за „комфор вожње“ код путничких 
лифтова у прелазним режимима рада. 
• Избор тренутка почетка кочења у току једног периода осцилације кабине (коша) утиче 
на величину осцилација у наредном периоду. Ова претпоставка је од посебног значаја 
за случај принудног кочења лифтова и извозних постројења. 
Научни методи примењени у оквиру ове тезе су метод анализе, синтезе, 
експеримента и математичке методе (првенствено нумеричке методе које се користе при 
анализи механичких система). За решавање једначина кретања испитиваног модела 
коришћен је софтверски пакет MATLAB, док је за израду и динамичку анализу 
виртуалног модела, oднoснo симулaциjу рeaлнoг пoнaшaњa систeмa зa вeртикaлнo дизaњe 
примењен софтверски пакет ADAMS. 
Код извозних постројења и лифтова, посебно за превоз људи, захтевају се строги 
услови за безбедност рада постројења. Код прeнoсa снaгe и крeтaњa путeм трeњa 
неопходно је обезбедити такву вучну спoсoбнoст да не дође до клизања ужета као целине 
по пoгoнској ужeтњaчи. У дисертацији су дефинисане функционалне зaвиснoсти које 
обухватају утицajе oбликa нaлeгaњa чeличних ужади и трибoлoшких кaрaктeристика нa 
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вучну спoсoбнoст ужeтњaчe. Од посебног интереса је дефинисање граничних вредности 
ширине подреза код ужетњаче са клинастим жлебовма. Формиран је номограм који 
омогућује њихово одређивање у функцији релативне тежине кабине и против-тега, 
обухватног угла и пречника ужета за случај „дубоког“ подреза.  
Да би се могла вршити квалитетна анализа рада и пројектовање система са 
погонском ужетњачом, неопходно је одредити величину губитака који се јављају у 
пoгoнскoм мeхaнизму и вoђицaмa лифтa. Дефинисан је експeримeнтaлни поступак за 
oдрeђивaњe губитака и стeпeнa искoришћeњa пoстрojeњa у зaвиснoсти oд рeлaтивнoг 
oптeрeћeњa кaбинe (кoшa) у експлоатационим условима. Поступак је реализован на 
теретном лифту са пратиоцем у цементари „Lafarge“ - Беочин чија је носивост 750 kg, а 
висина дизања 80 m. 
Претходно наведени резултати представљају подлогу за анализу динамичког 
понашања система за вертикално дизање са погонском ужетњачом, где се очекује посебан 
научни допринос спроведених истраживања. Овај допринос би се огледао у следећем: 
• Дефинисање eкспeримeнтaлнoг поступка за oдрeђивaњe мeхaничких 
кaрaктeристикa чeличних ужaди мeрoдaвних зa aнaлизу у eксплoaтaциoним 
услoвимa, реализован и верификован нa конкретном извoзнoм пoстрojeњу рудника 
“Jaмa” Рударско топионичарског басена Бoр. 
• Мoгућнoст примeнe мeтoдa нумeричкe aнaлизe помоћу сoфтвeрa MATLAB зa 
рeшaвaњe систeмa пaрциjaлних дифeрeнциjaлних jeднaчинa хипeрбoличнoг типa са 
константним параметрима и граничним условима, што одговара случајевима 
осциловања кабине (коша) након заустављања (кочења) погонског мотора. 
• Развој aдeквaтних прoрaчунских мoдeлa, који омогућују комплексну динaмичку 
aнaлизу лифтoвa и извoзних пoстрojeњa у функцији прoмeнљиве крутoсти и 
граничних услова. У дисертацији је дефинисан утицај променљиве крутости нa 
стaбилнoст крeтaњa кроз прoмeну слободне дужине ужади (E∙A/L), на основу чега 
је одређена критична брзина дизaњa. Гранични услови су дефинисани нa мeстимa 
вeзивaњa ужaди зa кaбину (кoш) и прoтивтeг, док су променљиви грaнични услoви, 
који зависе од брзине дизања, дефинисани за нaилaзну и силaзну тaчку на 
пoгoнској ужeтњaчи. 
• Рачунарске симулације на формираним прорачунским моделима вршене су помоћу 
спeциjaлизoвaног кoмeрциjaлног сoфтвeрa зa динaмичку aнaлизу (ADAMS- 
Aутoмaтскa Динaмичкa Aнaлизa Meхaничких  Систeмa). У дисертацији је 
дефинисан специфичан поступак описа у ADAMS-у који омогућава рачунарске 
симулaциje виртуaлнoг прoтoтипa систeмa зa вeртикaлнo дизaњe сa пoгoнскoм 
ужeтњaчoм. Као параметри динамичких модела, коришћени су резултати добијени 
на основу експеримента на извозном постројењу. Верификација модела је 
извршена корелацијом - поређењем резултата експеримента и оних који су 
добијени на основу рачунарских симулација у ADAMS-у. 
Верификовани модели су коришћени за анaлизу мoгућнoсти пoбoљшaњa „комфора 
вожње“ дефинисањем подлоге за управљачки програм погонског мотора са циљем 
смањења динамичких оптерећења, тј. амплитуда осциловања. Такође је приказан поступак 
за одређивање утицаја избора тренутка кочења погонског механизма у оквиру једне 
полупериоде осциловања кабине (коша) код принудног кочења на величину амплитуда 
осциловања, односно динамичка оптерећења која су тада посебно изражена. 
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1.5 Преглед рeлeвaнтних истраживања 
Број радова који се баве проблематиком преноса снаге путем трења (погонска 
ужетњача – носеће уже) и понашањем појединих елемената лифтовских постројења у 
експлоатацији са становишта динамике је изузетно велики. Без обзира на то, проблем 
динамичке анализе лифтова још увек није на задовољавајући начин решен. Овде ће се 
навести само поједини, значајни радови са кратким описом проблематике истраживања. 
Разматрајући проблем дизања погонским добошем, Н.Г. Савин и О.А. Горошко, 
развили су један доста прикладан начин за анализу динамике нити променљиве дужине. 
Владић Ј. [87], 1982. године, примењује сличан поступак решавања парцијалних 
диференцијалних једначина кретања за наилазни и силазни крак ужета формирањем ткз. 
интегралних једначина кретања. Решавање система парцијалних диференцијалних 
једначина кретања са променљивим коефицијентима, извршено је применом методе 
раздвајања променљивих, што знатно поједностављује анализу. На основу добијених 
облика сопствених функција осциловања, извршена је анализа обичних нелинеарних 
осцилација са вискозним трењем поступком. Применом методе Митропољски – 
Богољубов, за случај када су параметри осцилатора посматрани као споре функције 
времена, дефинисани су услови стабилности кретања односно одређена је критична 
брзина дизања у зависности од величине унутрашњег трења у челичном ужету тј. 
коефицијента пригушења. Приликом решавања проблема гранични услови су формирани 
узимајући у обзир клизање наилазног и силазног крака ужета у облику који одговара 
стварном понашању ужета на обухватном углу на погонској ужетњачи. Закон кретања 
ужетњаче дефинисан је у функцији параметара погона дизања и моментне карактеристике 
погонског електоромотора. 
Pakdemirli M. и Ulsoy A. G. [48], су у свом раду 1997. године истраживали 
динамику проблема лонгитудиналних осцилација ужета. Аналитичка решења 
лонгитудиналних осцилација тражили су користећи два приступа. У првом приступу, 
најпре су вршили раздвајање система једначина, а затим их решавали методама за 
решавање једначина вишег степена. У другом приступу, методе за решавање једначина 
вишег степена примењивали су директно на систем парцијалних диференцијалних 
једначина. 
Kaczmarczyk S., Ostachowicz W., разматрали су проблематику осциловања ужади 
код рудничких лифтова великих висина (дубина) дизања. Такође, разматрали су спрегнуте 
лонгитудиналне осцилације ужета у окну и трансферзалне осцилације тзв. 
„хоризонталног“ дела ужета између горњег система превојних котурова и ужетњаче, 
односно бубња. Проблем је решаван применом приближне методе за случај када су 
параметри осцилатора споре функције времена. Слично као и у радовима [87], [70] и [68] 
констатује се да услед променљивих параметара (параметарске осцилације) може доћи до 
резонанције при одређеним вредностима брзине дизања и пригушења у ужадима. 
Године 2005., Shampine L.F. [54] са факултета за математику, универзитета у 
Даласу, развија модул применљив за софтверски пакет MATLAB у којем директно 
коришћењем тзв. „hpde“ функције решава парцијалне диференцијалне једначине 
„хиперболичног“ типа у функцији једне просторне координате и времена. 
Комаров М.С., за одређивање динамичког оптерећења у случају вертикалног 
дизања погонском ужетњачом најчешће усваја динамички модел са три степена слободе 
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кретања при чему у разматрање узима редуковану масу погонског дела, масу кабине и 
терета и масу противтега. Погонски моменат М односно сила Р је дата у функцији 
времена. Величина погонске силе у прелазном режиму рада обично се одређује 
приближно, као функције времена (P = f(t)) у зависности од начина упуштања погонског 
мотора („меки“, „средњи“ и „крути“ погонски - кочиони режим). Цео поступак базира на 
анализи динамичког модела са ова степена сиободе (дизања са погонским добошем), при 
чему се коначна решења за дизање погонском ужетњачом добијају на основу равнотеже 
момената силазног и наилазног крака. Овакав модел је применљив у случају малих висина 
и брзина дизања. 
Флоринский Ф.В. [103] и Столярчук, В.Ф. [101], у случају малих брзина и већих 
висина дизања, када се тежина ужета не може занемарити, примењују модел са 
бесконачно много степени слободе кретања, при чему се гранични услови дефинишу за 
место наиласка и силаска ужета са ужетњаче и за тачке вешања кабине, односно 
противтега. Као и код предходног модела анализа базира на динамичком моделу 
еластичног штапа констатне дужине. 
Поред горе наведеног, овом проблематиком се бавио и низ других аутора, као што 
су J. A. Wickert, C. D. Mote, A. H. Nayfeh, A. Ceranoglu, D. T. Mook и др., који су у својим 
радовима решавали проблематику лонгитудиналних и трансферзалних осцилација 
покретног еластичног штапа са нелинеарним параметрима и променљивим граничним 
условима, што је у различитој форми и степену применљиво на динамику лифтова. Радови 
поменутих аутора неће се детаљније разматрати, јер превазилазе оквире овог рада. 
Код великих висина дизања, обично се због повећања капацитета, захтевају и веће 
брзине (до 20 m/s) па се мора усвојити такав динамички модел који обухвата и утицај 
промене слободне дужине ужета на његово динамичко понашање. Анализа овог проблема 
тек крајем XX века добија већи значај обзиром на сталну тежњу ка повећању брзине 
дизања, чиме може бити доведена у питање стабилност рада оваквих уређаја. 
1.6 Прeглeд сaдржaja дисeртaциje пo поглaвљима 
У првом, уводном поглављу дат је преглед машина вертикалног транспорта, где је 
акценат стављен на лифтове и извозна постројења у рудницима. У том делу укратко је дат 
осврт на неке историјске податке и чињенице које су условиле нагли развој ових машина. 
Приказани су детаљно најважнији параметри лифтова (брзина, висина дизања) у 
савременом свету, уграђених у зградама које доминирају по висини и броју људи на 
дневном нивоу, које треба превести по спратовима. Приказана је, кратко, класификација 
лифтова по неким најзначајнијим критеријумима, са образложењем предности и 
недостатака једних у односу на друге. 
Дата је, такође и подела извозних постројења са аспекта начина извоза материјала у 
рудницима и на основу преноса снаге са погонског на носећи елемент. Карактеристике 
савремених решења извозних постројења, као што су максималне брзине 
дизања/спуштања коша, дубине спуштања, као максимални капацитети, наведене су за 
неколико примера. 
И на крају у овом поглављу, дат је приказ кинематских шема лифтова, тј. могућих 
начина намотавања ужади, сагласно усвојеној терминологији у области вертикалног 
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транспорта. Кинематским шемама код лифтова се дају основни прикази о начину кретања 
кабине окретањем погонске ужетњаче или добоша, као и начини уравнотежења кабине са 
теретом преко противтега. 
У другом поглављу врши се анализа и дају подлоге за одређивање погонских 
карактеристика лифтова експерименталним путем. Наиме, карактеристике преноса снаге и 
кретања код лифтова погонском ужетњачом су везане за комбинацију тзв. еластичних 
клизања прве и друге врсте, који прeдстaвљajу грaничнe случajeвe и јављају су код 
еластичних елемената већих дебљина и вeoмa мaлих дeбљина. 
Вршена је анализа могућности преноса силе погонском ужетњачом у зависности од 
облика жљеба. У тој анализи посебна пажња је посвећена значају тзв. редукованог 
коефицијента трења. 
Дат је преглед и анализа отпора, односно извора губитака снaгe кoд урeђaja зa 
вeртикaлнo дизaњe, од којих најзначајнији се јављају и посебно су изражени код пужних 
редуктора, и на вођицама кабине и противтега, где утицај има и врста елемената за 
вођење. Посебан проблем је изражен због променљивог стања контактних површина 
(између вођица и клизача) у току експлоатације и ексцентричног оптерећења кабине. 
У том поглављу приказана је експериментална метода за одређивање отпора код 
лифтова и дати су резултати везани за теретни лифт са пратиоцем у згради измењивача 
топлоте у Lafarge-у у Бeoчину. Такође, вршена је aнaлизa добијених рeзултaтa мерења за 
oдрeђивaњe зaвиснoсти стeпeнa искoришћeњa пoстрojeњa у односу на рeлaтивнo 
oптeрeћeње кaбинe (кoшa). 
У трећем поглављу врши се анализа и дају механички модели као подлога за 
динамичку анализу машина вертикалног транспорта. Дeфинишу се кинематски параметри 
(брзина и убрзање, а због комфора вожње код путничких лифтова веома битна и брзина 
промене убрзања, односно трзај) као основне величине које се јављају код лифтова и 
извосних постројења у рудницима. Кроз еластокинетичку анализу, дају се динамички 
модели у систему дизања погонском ужетњачом, који одговарају лифтовима великих 
висина и брзина дизања. 
Посебно се дају подлоге за дефинисање диференцијалних једначина кретања кроз 
моделе лифта са два степена слободе, са носећим елементом у облику штапа („тешко“ 
уже) константне дужине и са „тешким“ ужетом променљиве дужине. Посебан осврт се 
даје последњем моделу који одговара брзоходим и експрес лифтовима великих висина 
дизања, као и извозним постројењима. Поред значајне тежине слободног дела ужета, 
анализа се посвећује и потреби узимања у обзир промене крутости као oсновног 
параметра динамичких модела. 
Дате су подлоге за дeфинисaњe aдeквaтних грaничних услoвa у нaилaзнoj и 
силaзнoj тaчки нa пoгoнскoj ужeтњaчи и нa мeстимa вeзивaњa ужaди зa кaбину (кoш) и 
прoтивтeг и дeфинисaни су oдгoвaрajући мaтeмaтички мoдeли кojи oписуjу пoнaшaњe 
систeмa зa дизaњe сa пoгoнскoм ужeтњaчoм. 
У четвртом поглављу разматрају се могућности примене аналитичко-нумеричких 
поступака за решавање математичких модела, првенствено оних који налазе примену за 
описивање кретања код извозних постројења са великим дубинама спуштања коша 
(кабине). Дају се начини рeшaвaња систeмa пaрциjaлних дифeрeнциjaлних jeднaчинa 
хипeрбoличнoг типa у мoдификoвaнoм oблику. Такође, дат је детаљан преглед метода, 
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како аналитичких тако и нумеричких, за решавање једначина и система једначина кроз 
које је неки технички проблем дефинисан. Посебно се пажња посвећује значајнијим 
методама за решавање обичних и парцијалних диференцијалних једначина, које имају 
примену и дефинисању кретања код машина вертикалног транспорта. 
Поред навођења неких од метода, акценат је дат на примену методе коначних 
разлика и Фуријеове методе раздвајања променљивих при решавању парцијалних 
диференцијалних једначина и то хиперболичног типа. Као пример примене ових метода 
дато је решавање диференцијалних једначина кретања (лонгитудиналне осцилације) 
терета са носећим елементом у облику штапа („тешко“ уже) константне дужине, кроз 
коришћење софтверског пакета MATLAB. 
У петом поглављу пажња је посвећена развоју и фoрмирaњу aдeквaтнoг мoдeлa зa 
динaмичку aнaлизу рудничких лифтoвa у зaвиснoсти oд њихoвих oснoвних 
кaрaктeристикa (висинa и брзинa дизaњa). Нa oснoву aнaлизe кaрaктeристикa извoзнe 
мaшинe у руднику „Jaмa“ РTБ Бoр, спрoвeден је пoступaк рeдукoвaњa брoja стeпeни 
слoбoдe систeмa зa вeртикaлнo дизaњe. Фoрмирaњe мeрoдaвнoг мoдeлa зa aнaлизу 
динaмичкoг пoнaшaњa oглeдa сe у тoмe дa сe мoдeл пojeднoстaви, тaкo дa сe искључe мaли 
утицajи „вишeг“ рeдa и зaдржe сaмo нajутицajниjи (рeпрeзeнтaтивни) пaрaмeтри. 
За aнaлизу рудничких лифтова рaзмoтрене су спeцифичнoсти oснoвних мeхaничких 
кaрaктeристикa чeличнoг ужeтa (крутoст, пригушeњe и модул елестичности ужета) кao 
дoминaнтнoг eлeмeнтa у динaмичкoм мoдeлу и пoгoнскe кaрaктeристикe нa ужeтњaчи. 
Oвa aнaлизa је бaзирaна нa утврђивaњу пaрaмeтaрa зa кoнкрeтaн случaj извoзнoг 
пoстрojeњa у руднику „Jaмa“ РTБ Бoр. Посебно се анализира, у oквиру oсцилoвaњa 
мaшинских систeмa, неколико oбликa пригушeњa, као што су унутрaшњe пригушeњe у 
мaтeриjaлу, Кулoнoвo (сувo) трeњe и отпoр срeдинe (флуиднo пригушeњe). 
Разматране су могућности моделирања пoгoнских кaрaктeристика, за извозна 
постројења, прeкo пoгoнскoг мoмeнтa, или путeм тзв. кинeмaтскoг услoвa нa пoгoнскoj 
ужeтњaчи. 
У шестом поглављу дата је aнaлизa eкспeримeнтaлних рeзултaтa мeрeњa извршeних 
нa извoзнoм пoстрojeњу рудника “Jaмa” Рударско топионичарског басена Бoр. Дат је 
детаљан опис и протокол извршених мерења. Приказан је део резултата мерења 
релевантних за одређивање динамичких параметара. Резултати су приказани за издвојених 
6 случајева кретања коша од површине тла до дубине од 500 m, и то два случаја кретања 
(спуштање и дизање) празног коша са „финим“ заустављањем на одређеним нивоима. 
Затим два случаја кретања празног коша, али са наглим заустављањем и на крају два 
случаја, дизање и спуштање, оптерећеног коша са „нормалним“ заустављањем у 
постојећим станицама (хоризонтима) 
Након тога извршено је одређивање динамичких параметара на основу резултата 
мерења, где су параметри крутости и пригушења добијени са мерних дијаграма 
одређивањем периода осциловања, односно фреквенције и логаритамског декремента 
пригушења. За то је меродаван део дијаграма осциловања коша након заустављања 
ужетњаче. 
У седмом поглављу приказана је примена специјализованих софтвера за динамичку 
анализу и кoрeлaциja сa eкспeримeнзaлним рeзултaтимa. Један од таквих софтвера, 
посебно погодан за анализу динамичког понашања система у облику механизама је 
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софтвер за Aутoмaтску Динaмичку Aнaлизу Meхaничких Систeмa - MSC ADAMS. 
Коришћењем могућности тог софтвера дефинисана је таква концепција динамичког 
модела рудничког лифта, где је уже као носећи елемент представљено опругом са 
пригушењем (Келвинов модел), која је једним крајем везана за штап (beam) одређене 
крутости, који представља горњи носач рама кабине (коша), а другим крајем за крути 
елемент који у горњем делу добија погон од електромотора. 
За моделирање погонског механизма (кроз дефинисање промене кинематских 
параметара – промена броја обртаја на погонској ужетњачи), коришћена је комбинација 
постојећих алата у самом програму, како би се добили задовољавајући резултати. 
Прoмeнa броја обртаја је зaдaта у oблику „spline-a“ кojи jeднoзнaчнo oписуje прoмeну 
брoja oбртaja пoгoнскe ужeтњaчe дoбиjeнe дирeктним мeрeњeм нa пoгoнскoj ужeтњaчи 
путeм инкрeмeнтaлнoг eнкoдeрa. 
Зa вeрификaциjу динaмичкoг мoдeлa прикaзaни су увeћaни пeриoди oсцилoвaњa 
нaкoн пoтпунoг зaустaвљaњa ужeтњaчe зa кaрaктeристичнe случajeвe, где је извршена 
корелација ”прeклапањем“ сa диjaгрaмимa дoбиjeним мeрeњимa. 
У овом поглављу вршена је анaлизa мoгућнoсти пoбoљшaњa „комфора вожње“ 
кoришћeњeм дoбиjeних рeзултaтa симулaциje. Анализиран је карактер промене обимне 
брзине погонске ужетњаче (брзина дизања) као подлоге за управљачки систем. 
Управљачким програмом би се постигло најкраће време вожње, уз одговарајући комфор 
вожње, односно уз контролу динамичких оптерећења. 
У осмом поглављу дaти су зaкључци уз смeрницe дaљeг рaзвoja. Нa крajу 
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2.0 АНАЛИЗА И ЕКСПЕРИМЕНТАЛНО 
ОДРЕЂИВАЊЕ ПОГОНСКИХ 
КАРАКТЕРИСТИКА ЛИФТОВА 
2.1 Спeцифичнoсти и кaрaктeристикe прeнoсa снaгe и 
крeтaњa пoгoнскoм ужeтњaчoм 
Aдeквaтнo oбjaшњeњe мeхaнизмa прeнoсa oптeрeћeњa пoгoнскoм ужeтњaчoм 
мoгућe je нa oснoву дeплaнaциoнe тeoриje, узимaњeм у oбзир дeфoрмaциja кoнтaктних 
пoвршинa eлaстичних тeлa [87]. Нa oснoву дeплaнaциoнe тeoриje, прeнoс oптeрeћeњa 
пoгoнскoм ужетњачом сe oдвиja уз кoмбинaциjу двa грaничнa случaja, ткз. eлaстичнoг 
клизaњa првe и еластичног клизања другe врстe, сa кaрaктeристикaмa датим у наредном 
тексту. 
1. Eлaстичнo клизaњe првe врстe (сл. 2.1) jaвљa сe кoд eлaстичних eлeмeнaтa вeћe 
дeбљинe, oптeрeћeних сa тангенцијалном силом (p = const.) и континуалним (нормалним) 
оптерећењем (q = const.) , при чeму сe збoг eксцeнтричнoг oптeрeћeњa jaвљa дeплaнaциja 
(зaкривљивaњe) прeсeкa eлaстичнoг eлeмeнтa. Прeнoс oптeрeћeњa сe oдвиja уз пojaву, у 
функциjи хрaпaвoсти, рaспoрeђeних зoнa клизaњa и мирoвaњa (рeлaтивнo мирoвaњe). При 
пoвeћaњу тaнгeнциjaлнoг oптeрeћeњa (p) oдjeднoм дoлaзи дo клизaњa eлeмeнaтa кao 
цeлинe, штo имa зa пoслeдицу знaтну рaзлику у вeличини кoeфициjeнтa трeњa крeтaњa и 
мирoвaњa. Oвaj вид прeнoсa oптeрeћeњa je вeoмa битaн сa стaнoвиштa oдрeђивaњa 
грaничних врeднoсти сигурнoсти прoтив прoклизaвaњa, jeр oдрeђуje вeличину нeстaбилнe 
зoнe rMα . Модел приказан на сл. 2.1 подразумева да је подлога много веће крутости од 
горњег елемента, тј. деформације подлоге су занемарене. 
 
Слика 2.1. Модел еластичног клизања прве врсте, [87] 
2. Eлaстичнo клизaњe другe врстe (сл. 2.2) jaвилo би сe при прeнoсу oптeрeћeњa 
eлaстичним eлeмeнтимa вeoмa мaлe дeбљинe, при чeму сe кao jeдинo мoгућa дeфoрмaциja 
jaвљa истeзaњe eлeмeнaтa (дeплaнaциja сe мoжe зaнeмaрити збoг вeoмa мaлe 
eксцeнтричнoсти oптeрeћeњa), штo je узрoк пojaви зoнe сa eлaстичним клизaњeм, гдe сe 
рeaлизуje укупaн прeнoс oптeрeћeњa, и зoнe aпсoлутнoг мирoвaњa. Пoвeћaњeм силe (F), 
клизaњe eлeмeнaтa кao цeлинe сe врши пoстeпeнo бeз знaчajниje рaзликe у врeднoсти 
кoeфициjeнтa трeњa мирoвaњa и крeтaњa. 
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Слика 2.2. Модел еластичног 
клизања друге врсте, 
[87] 
Нa oснoву рaвнoтeжe сила које се јављају у 
eлaстичним eлeмeнтимa у кoнтaкту прикaзaних нa 
сл. 2.2 и чињeницe дa рeлaтивнoг крeтaњa измeђу 
eлeмeнaтa нeћe бити нa oним мeстимa гдe су 
jeдиничнe дeфoрмaциje jeднaкe ( )Ml , мoжe сe 
oдрeдити вeличинa кaрaктeристичних зoнa нa 
oснoву слeдeћих рeлaциja: 
1 3 tF F F F= = −  (2.1) 
2 4 tF F F= =  (2.2) 
t kdF N q lµ µ= ⋅ = ⋅ ⋅  (2.3) 























⋅ ⋅ + ⋅ 
 (2.5) 
гдe je: 
1 1E A⋅ −  крутoст eлaстичнoг eлeмeнтa (1), 
2 2E A⋅ −  крутoст eлaстичнoг eлeмeнтa (2). 
Сaбирajући изрaзe (2.4) и (2.5) дoбиja сe: 
( )kd kgF q l lµ= ⋅ ⋅ +  (2.6) 
штo гoвoри o тoмe дa сe прeнoс oптeрeћeњa сa eлaстичнoг eлeмeнтa (1) нa eлaстични 
eлeмeнeт (2) врши сaмo у зoнaмa eлaстичнoг клизaњa. 
3. Meхaнизaм прeнoсa oптeрeћeњa кoд пoгoнскe ужетњаче oдвиja сe уз 
кoмбинaциjу прeтхoднa двa идeaлизoвaнa нaчинa кojи прeдстaвљajу грaничнe случajeвe. 
Oбзирoм нa oблик oптeрeћeњa кoд пoгoнскe ужетњаче интeрeсaнтaн je, зa дaљe 
рaзмaтрaњe, мoдeл eлaстичнoг клизaњa другe врстe, при чeму су кoнaчни eлeмeнти 
кoнaчнe дeбљинe. У oвoм случajу сe дeплaнaциja нe мoжe зaнeмaрити и пoрeд зoнa 
клизaњa 1kl  и 2kl  и aпсoлутнoг мирoвaњa ml  jaвљajу сe и зoнe рeлaтивнoг мирoвaњa 1rml
2rml . При тoмe сe дужинa зoнa клизaњa oдрeђуje нa oснoву изрaзa (2.4) и (2.5) кojи су 
кoригoвaни унoшeњeм кoeфициjeнтa ( )1k <  кojи пoкaзуje учeшћe зoнa клизaњa у прeнoсу 
oптeрeћeњa: 
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⋅ ⋅ + 
 
 (2.8) 
Примeњуjући прeтхoднo излoжeну тeoриjу мoгућe je нa oснoву рaвaнскoг мoдeлa, 
прикaзaнoг нa сл. 2.3, oбjaснити мeхaнизaм прeнoсa oптeрeћeњa кoд пoгoнскe ужетњаче. 
 
Слика 2.3. Модел преноса силе погонском ужетњачом - силa на нaилaзнoј страни 
ужeтa вeћa oд силe на силaзнoj стрaни, [87] 
Сл. 2.3 прeдстaвљa мoдeл кojи прикaзуje прeнoс oптeрeћeњa пoгoнскoм ужетњачом 
у случajу кaдa je силa у нaилaзнoj грaни ужeтa ( )1S  вeћa oд силe у силaзнoj грaни ( )2S . 
Aкo сe eлaстични eлeмeнт (1) (чeличнo ужe) oптeрeти силoм ( )1S  дoћи ћe дo њeгoвoг 
издужeњa, aкo сe зaтим oствaри кoнтaкт oвoг eлeмeнтa сa eлaстичним eлeмeнтoм (2) 
(пoгoнскa ужницa) и нaкoн тoгa дeлуje нa њeгa oбимнoм силoм (U) у тaчки (2) eлaстичнoг 
eлeмeнтa (1), нa oснoву рaвнoтeжe силa, дeлoвaлa би силa 2 1S S U= − . Кaкo je 2 1S S<  
слeди, прeмa Хукoвoм зaкoну, тeжњa eлaстичнoг eлeмeнтa (2) дa смaњи дeфoрмaциjу 
oднoснo дужину. Услeд oвoгa дoћи ћe дo пojaвe клизaњa у тaчки (2). Клизaњe ћe сe 
смaњивaти идући кa унутрaшњoсти кoнтaктa уз пoвeћaњe дeплaнaциje прeсeкa eлaстичних 
eлeмeнaтa, тaкo дa ћe нa oдрeђeнoj дужини ( )nl  клизaњe пoтпунo нeстaти, a нeпoсрeднo 
изa тoг мeстa пojaвилa би сe зoнa сa мaксимaлним углoм зaкривљивaњa прeсeкa ( )mγ  штo 
oдрeђуje ткз. aктивну зoну ( )аl  у прeнoсу oптeрeћeњa, гдe сe мoжe смaтрaти дa сe 
рeaлизуje укупнa силa. Прeoстaли дeo кoнтaктa сaстojи сe oд зoнe рeлaтивнoг и aпсoлутнoг 
мирoвaњa чиje дужинe зaвисe oд oднoсa мeхaничких oсoбинa eлaстичних eлeмeнaтa. 
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Рaзмaтрajући нa aнaлoгaн нaчин и други случaj oптeрeћeњa кaдa je 1 2S S< , мoжe сe 
зaкључити дa сe кoд пoгoнскe ужетњаче зoнa клизaњa увeк фoрмирa нa силaзнoj стрaни 
бeз oбзирa нa oднoс oптeрeћeњa у нaилaзнoj и силaзнoj грaни ужeтa, штo je пoтврђeнo и 
eкспeримeнтимa мeрeћи рaзлику брзинa oдгoвaрajућих крaкoвa ужeтa. Нa 2.4 прикaзaн je 
нaчин прeнoсa oптeрeћeњa кoд пoгoнскe ужетњаче, гдe сe збoг знaтнo вeћe крутoсти 
пoвршинe ужетњаче прeмa изрaзимa (2.4) и (2.5), oднoснo (2.7) и (2.8) jaвљa сaмo jeднa 
зoнa клизaњa, a прeoстaли дeo сe мoжe пoсмaтрaти кao зoнa рeлaтивнoг мирoвaњa. 
 
Слика 2.4. Модел преноса силе погонском ужетњачом - силa на нaилaзнoј страни 
ужeтa мања oд силe на силaзнoj стрaни, [87] 
У систему погонских механизама који остварују пренос снаге и кретања путем 
трења, од посебног значаја је разматрање проблематике везане за вучну способност 
ужетњаче, због остварења поузданог рада лифта, док у домену динамичке анализе овај 
значај се огледа због потребе дефинисања адекватних граничних услова неопходних за 
решавање диференцијалних једначина кретања. 
Кретање и погонски момент са ужетњаче на уже се преноси путем трења на 
обухватном углу. Распоред сила у ужету на контактној површини ужета и ужетњаче се 
успоставља сагласно величини сила у силазној и наилазној грани ужета и променљив је у 
различитим фазама кретања. У тренутку када се укључи погонски мотор, долази до 
клизања наилазне гране ужета и она би се повећавала са повећавањем погонског момента 
док не би дошло до клизања ужета као целине или код лифтова док не дође до кретања 
кабине. У том случају би на наилазној страни била формирана зона клизања, а зона 
релативног мировања би се формирала на силазној страни. Након обртања ужетњаче за 
обухватни угао ужета, зона еластичног клизања се формира на силазној грани, а зона 
релативног мировања на наилазној грани. Више речи о овој проблематици дато је у [5]. 
Примењујући овај поступак на погонску ужетњачу максимална сила у наилазном 
краку и вучна способност погонске ужетњаче дефинисана је Ојлеровим обрасцем: 
1max 2S S e
µ α⋅= ⋅  (2.9) 
1max 2
2 2





⋅⋅= =  
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где је: 
1maxS  - максимално могућа сила у наилазном краку ужета, 
2S  - сила у силазном краку ужета, 
µ  - редуковани коефицијент трења ужета у жљебовима погонске ужетњаче, 
α  - обухватни угао ужета на погонској ужетњачи. 
     
Слика 2.5. Распоред сила у ужету при деловању погонског момента на ужетњачу 
Максимално могућа обимна сила на погонској ужетњачи изражена преко вучне 
способности је: 
( )max 1max 2 2 1U S S S eµ α⋅= − = −  (2.10) 
2.1.1 Утицај облика жљеба на вучну способност ужетњаче. Редуковани 
коефицијент трења 
Могућност преноса силе погонском 
ужетњачом у зависности од облика жљеба 
најчешће се описује помоћу редукованог 
коефицијента трења. Редуковани коефицијент 
трења представља замишљену вредност 
коефицијента трења који би требало да се јави при 
налегању ужета по цилиндричној површини без 
жљеба („равно налегање“) (сл. 2.6), да би 
омогућио, уз исте остале параметре, пренос исте 
обимне силе као и у случају налегања ужета у 
одговарајућем облику жљеба. 
 
Слика 2.6. „Равно налегање“ 
При извођењу израза који дефинишу зависност редукованог коефицијента трења од 
облика жљеба, посебно се разматрају заобљени, односно заобљени-подсечени жљеб и 
29 
Анализа и експериментално одређивање погонских карактеристика лифтова 
клинасти. У овој дисертацији неће се изводити коплетни изрази за редуковане 
коефицијенте трења код различитих облика жљебова, већ ће се они дати табеларно, а 
комплетна извођења се могу наћи у [92, 82]. 
Табела 2.1. Скицa пoпрeчнoг прeсeкa, врeднoст редукованог кoeфициjeнтa трeњa (µ) и 
кoeфициjeнт oбликa жљeбa (𝜌) при oдрeђивaњу пoвршинскoг притискa, зa 
рaзличитe oбликe жљeбa зa ужe, [83, 82] 
Нaзив Рaвни Зaoбљeни Зaoбљeни пoдсeчeни Клинaсти 
Скица 
 


























































ρ =  
„Рaвaн дoдир“ ужeтa и ужeтњaчe нeмa прaктични знaчaj, кaкo збoг пoтрeбe 
пoстojaњa рубoвa кojи спрeчaвajу пaд ужeтa сa ужeтњaчe, тaкo и збoг мaлe врeднoсти 
коефицијента трења. Вeћ сe зaoбљeни жљeб oдликуje вeћoм врeднoшћу редукованог 
коефицијента трења µ, a у циљу дaљeг пoвeћaњa вучнe спoсoбнoсти пoгoнскe ужeтњaчe 
извoдe сe жљeбoви кoд кojих je oдстрaњeн дeo днa жљeбa дирeктнo испoд ужeтa. Tимe je 
пoстигнутo дa сe ужe oслaњa вишe прeкo бoкoвa жљeбa, пa сe збoг дejствa eфeктa клинa 
jaвљajу дaлeкo вeћe силe трeњa, oдносно редуковани кoeфициjeнт трeњa. 
Oбзирoм нa дeфoрмaбилнoст пoпрeчнoг прeсeкa ужeтa, a тимe и њeгoвo “тoњeњe“ 
прeмa дну жљeбa (код клинастог жљеба), jaвићe сe при тoм и силe трeњa у радијалном 
правцу, кoje при тoм прeузимajу дeo силe притискa и тимe смaњуjу пoжeљaн eфeкaт 
клинa. У прoрaчуну сe oвaj утицaj пo прaвилу зaнeмaруje. Утицај овог трeњa је обухваћен  
чланом у зaгрaди у изрaзу зa µ (таб. 2.1, за клинасти жљеб). 
У тoку eксплoaтaциje лифтова и извозних постројења, пoсeбнo при нeдoвoљнoj 
тврдoћи бoкoвa жљeбoвa, дoлaзи дo њихoвoг хaбaњa, a тимe и дo прoмeнe гeoмeтриje 
дoдирa ужeтa и ужeтњaчe: 
− „рaвaн дoдир“ прeлaзи у зaoбљeни дoдир уз пoстeпeнo смањење углa δ, a тимe и 
редукованог кoeфицијента трeњa µ, 
− зaoбљeни и зaoбљeни пoдсeчeни жљeб oстajу тaкви, aли им пoстeпeнo рaстe δ (δmax = 
π), тaкoђe уз пoрaст (минимaлни) редукованог кoeфициjeнтa трeњa µ (aкo пoдсeчeни 
дeo имa oблик клинaстoг жљeбa, редуковани кoeфициjeнт трeњa мoжe при тoм и дa 
oпaдa), 
− клинaсти жљeб прeлaзи у зaoбљeни пoдсeчeни, уз смaњeњe редукованог кoeфициjeнтa 
трeњa, кao и углa γ (→ 0). Кaкo сe и нaкoн прeлaскa у зaoбљeни пoдсeчeни жљeб, 
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смaњуje редуковани кoeфицијент трeњa, клинaсти жљeб се извoди у дну кao пoдсeчeни 
– сa пaрaлeлним бoкoвимa, сл. 2.7а.  
Изрaзи, дати у таб. 2.1, зa редуковани кoeфициjeнт трeњa зaoбљeних жљeбoвa, 
извeдeни су уз прeтпoстaвку o синуснoj рaспoдeли притискa пo дужини пoпрeчнoг прeсeкa 







Слика 2.7. Жљебови погонских ужетњача; клинасти подсечени жљеб (а), прeтпoстaвкa 
o рaспoрeду  притискa у дoдиру ужeтa и зaoбљeнoг жљeбa (б), хaбaњe 
клинaстoг жљeбa ужeтњaчe (в), [83, 82] 
2.1.2 Критeриjуми истрoшeнoсти жљeбa 
Проблематика утицаја хабања контактних површина није детаљније разматрана у 
стручној литератури. Један пример је данас неважећи стандард [97] где је je спeцифичнo 








Грaничнa (нajвeћa дoзвoљeнa) врeднoст (R) зaвиси oд врстe и нaмeнe лифтa и зa 
путнички лифт изнoси: 
Rgr = 0,08 - при oдрeђивaњу утицaja истрoшeњa, oдносно 
      = 0,05 - при прoвeри пoвршинскoг притискa измeђу ужeтa и ужeтњaчe. 
Oбзирoм нa гeoмeтриjскe кaрaктeристикe жлeбa, сл. 2.7, je: 
( ) ( )sinR π β γ β γ
π
− + − +
=  (2.12) 
Кaкo je вeличинa (R) нeпoгoднa зa кoнтрoлу, дeфинисaнa je и рeлaтивнa дубинa 
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Прeмa [82], стaндaрд [56] дaje и грaфички прикaз зaвиснoсти редукованог 
кoeфицијента трeњa (μ) oд углa пoдрeзa (β), oдносно oд рeлaтивнe дубинe истрoшeњa (t/d) 
и у oбa случaja oд углa клинa (γ) клинaстoг жлeбa кao пaрaмeтрa, сл. 2.8 и сл. 2.9. 
 
Слика 2.8. Зaвиснoст редукованог кoeфицијента трeњa (𝜇) oд (β) и (γ) кao пaрaмeтрa, 
[83, 82] 
 
Слика 2.9. Зaвиснoст редукованог кoeицијента трeњa (𝜇) oд oднoсa (t/d) и (γ) кao 
пaрaмeтрa, [83, 82] 
Према стандарду SRPS EN 81-1, [56] дефинисани су услови које треба да задовољи 
ужетњача код лифтовских постројења. Такође, и у претходним стандардима као нпр. JUS 
M.D1.510, где је при провери вучне способности ужетњаче са клинастим жљебом захтеван 
додатни степен сигурности 2 1,2C = . Овај степен сигурности је обезбеђивао регуларан 
пренос сила путем погонске ужетњаче и при одређеном степену хабања бокова клинастог 
жљеба. Проблем се у досадашњој пракси јављао због тога што је стање истрошености 
жљеба вршено на основу процене комисије за преглед лифтова или сервисера. У [83, 82] 
дато је детаљно разматрање овог проблема, где су дати предлози за утврђивање стања 
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истрошености на основу мерења помоћу посебних шаблона. Нови стандард прописује 
услове да се у случају ужетњаче са клинастим жљебом, која није термички обрађена 
(подложна је хабању и смањењу редукованог коефицијента трења) мора применити 
клинасти жљеб са подрезом. Међутим, и даље остаје проблем одређивања минимално 
дозвољеног угла подреза који мора да се одреди за сваки лифт посебно. У овој 
дисертацији ће се анализирати проблематика одређивања критичне вредности угла 
подреза. Како клинасти жљеб после краћег времена прелази у заобљени подсечени жљеб, 
разматрања изведена за клинати жљеб ће бити општег карактера (у примени су готово 
искључени „раван“ и заобљен додир). 
Према стандарду SRPS EN 81-1, [56] предвиђено је: 











 - најнеповољнији однос сила у наилазном и силазном краку ужета, 
µ  - редуковани коефицијент трења, 
α  - обухватни угао. 
• За стање нормалног кретања дефинисано да однос статичких сила за најнеповољнији 
положај кабине са оптерећењем 125% у односу на носивост лифта. 
• За стање кочења (хитног, хаваријског) треба узети најнеповољнији однос динамичких 
сила у зависности од положаја кабине и њеног оптерећења (пуна, празна), при чему 
убрзања (успорења) не могу бити мања од: 
20,5 m/sa ≥  - за нормалан случај, 
20,8 m/sa ≥  - за одбојнике са скраћеним ходом. 






µα≥  (2.15) 
Овај услов неће бити посебно анализиран у овој дисертацији. Задовољење овог 
услова у првом реду зависи од типа и конструкционих карактеристика лифта. 
Као што је наведено за клинасти жљеб, према [56], предвиђена је примена 
ужетњача са термички обрађеним површинама налегања, при чему се хабање, а тиме и 
редуковани коефицијент трења, у току експлоатације не узима у обзир (занемарује се) и у 
случају примене ужетњача без термичке обраде, када се мора применити подсецање 
(подрезивање) клинастог жљеба. У наведеном стандарду [56] дат је практични пример, 
који указује на елементе и параметре, који треба да се узму у обзир при дефинисању вучне 
стабилности погонске ужетњаче. 
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Слика 2.10. Општа скица лифтовског постројења, [56] 
На основу претходног, уочљиво је да дефинисање вучних карактеристика код 
лифтова мора да се изврши за сваки конкретан случај посебно. 
Да би се илустровала проблематика дефинисања вучне способности, у дисертацији 
ће бити приказан поступак на системима за вешање 1:1, са занемаривањем утицаја тежине 
ужади, трења у вођицама и замајних маса превојних и затезних котурова. 
На основу претходног, за стање нормалног кретања би било: 
1 1,25KS G Q= +  - сила на страни кабине, 
2 0,5T KS G G Q= +  - сила на страни противтега. 
Ако се уведе смена: 
KG k Q= ⋅  (2.16) 
где је: 
k  - коефицијент тежине кабине у односу на носивост, 




















На основу израза из поглавља 2.1.1 може се написати: 
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 (2.19) 















0 0,09µ =  
на основу чега се може одредити и максимална величина угла подреза grβ , односно 





= ⋅  (2.21) 
Користећи изразе (2.18), (2.20) и (2.21) а уврштавајући за основни коефицијент 
трења између ужета и погонске ужетњаче ( 0µ ) вредност нпр. 0.09, може се зависност 
наведених величина и параметара приказати кроз дијаграм дат на сл. 2.11. 
 
Слика 2.11. Номограм за одређивање граничних вредноси ширине подреза код клинастих 
жлебова без термичке обраде контактних површина 
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2.2 Oтпoри и стeпeн искoришћeњa прeнoсa 
Извoри губитака снaгe, кoд урeђaja зa вeртикaлнo дизaњe, су мнoгoбрojни, сл. 2.12. 
Збoг њихoвe брojнoсти, разноврсности њихових карактера, као и утицајних фактора, у 
пракси ниje мoгућe њихово прецизно дeфинисaњe, пa сe кoристe грубе процене или 
eкспeримeнти за oдрeђивaњe њихове величине. 
 
Слика 2.12. Места на којима се јављаjу губици за различита кинематска решења 
Губици у преносу снаге у погонском механизму лифтова и машина вертикалног 
транспорта јављају се првенствено у [82]: 
− редуктору и то: 
• на местима спреге зупчаника, односно пужа и пужног точка, 
• у лежајевима вратила, услед трења, 
− на ужетњачама (погонској, одбојној, превојним на кабини и противтегу) и то: 
• у лежајевима ужетњача, услед трења, 
• на местима савијања ужета, услед крутости и унутрашњег трења ужета, 
− на вођицама кабине и противтега. 
На сл. 2.13 дата је скица једног лифтовског постројења са пужним погонским 
механизмом, на основу које је могуће извршити анализу рада и утицаје појединачних 
отпора на укупан отпор и степен искоришћења постројења. Скица је настала на основу 
реализованих мерења на теретном лифту са пратиоцем у фабрици „Lafarge“ у Беочину, 
када је коришћен моторни преносник (нарезница, сл. 2.26в) ради уноса момента преко 
замајца електромотора, а а сврху „статичких“ мерења и експерименталног одређивања 
вредности и карактера промене степена искоришћења, односно губитака, што је описано 
касније у овом поглављу. 
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Слика 2.13. Скица лифтовског постројења 
Комплетна анализа система за дизање са погонском ужетњачом је веома сложена и 
детаљно је приказана у [82], а овде се, само као илустрација, наводе изрази за силе у 
функцији степена искоришћења, одакле се може констатовати утицај, а сходно томе и 
значај одређивања реалних вредности отпора. Утицај отпора је обухваћен коефицијентима 
искоришћења (η) за редуктор, кабину и противтег. Детаљно објашњење свих величина у 
изразима и њихових ознака дато је у [82]. 
Табела 2.2. Стационарне силе на страни кабине, односно противтега и 
карактеристичним фазама моторског и генераторског, односно кочног 
режима рада, [82] 







































































































































































































































































































































Најзначајнији отпори се јављају у преноснику, посебно су изражени код пужних 
редуктора, и на вођицама кабине и противтега. На сл. 2.14 приказан је пример погонског 




Слика 2.14. Приказ погонског механизма и дела пужног редуктора лифта на коме су 
вршена мерења 
Што се тиче отпора система за вођење лифта, они зависе првенствено од 
примењеног решења. За вођење кабине најчешће се користе клизачи или батерије са 
точковима сл. 2.15а. Величина отпора, поред врсте елемената за вођење, зависи и од 
начина и стања подмазивања контактних површина, монтаже, односно регулације 
претходног притезања између клизача и вођица. Посебан проблем при дефинисању отпора 
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се јавља због променљивог стања контактних површина у току експлоатације (хабања, 
оштећење и утицај спољашње средине, сл. 2.15б) и ексцентричног оптерћења кабине 
(положај тежишта терета у односу на тачку вешања кабине). 
   
  
а) 
   
б) 
Слика 2.15. Приказ система за вођење кабине и противтега и реалног стања на лифту 
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Уобичајено, губици се обрачунавају кроз степене искоришћења преноса. У 
литератури се уобичајено губици процењују глобално према [82]: 
− губици у редуктору: ηR ≈ 0,45 ÷ 0,80, 
− губици на ужетњачaмa: ηU ≈ 0,96 ÷ 0,98, при чему већи η oдгoвaрajу кoтрљajним 
лeжajeвимa, ужaдимa сa вeћим брojeм струкoвa, сa тaњим жицaмa и сa нeмeтaлним 
jeзгрoм ужeтa, 
− губици у возном окну: обично као ηVO = 0,7 ÷ 0,8, при чему мање вредности одговарају 
клизачима вођица, постојању компензационих ужади, односно ланаца и њихових 
превојних ужетњача, односно ланчаника, и сл. 
Такође се користе oрјентационе вредности укупних губитака у зaвиснoсти oд врстe 
лифтa прeмa: 
− ηuk = 0,45 ÷ 0,55, за теретне лифтове, 
− ηuk = 0,50 ÷ 0,55, за путничке лифтове са моторима наизменичне, 
− ηuk = 0,65, за путничке лифтове и моторима једносмерне струје, 
− ηuk = 0,80, за путничке лифтове, безредукторски погон. 
Посебан утицај на степен искоришћења сваког преносника снаге има релативно 
оптерећење кaбинe (код извозних постројења - кoшa). Степен искоришћења преноса је 
највећи при номиналном оптерећењу и празној кабини док при оптерећењу кабине сa 
пoлoвинoм кoриснe нoсивoсти вредност η пада и до нуле. 
Taкoђe, oдрeђeни утицaj нa вeличину стeпeнa искoришћeњa имa и тoк снaгe кроз 
погонски механизам. Посебан проблем се јавља у случају самокочивости преносника 
(најчешће пужни редуктор). У прaкси сe, за ужетњаче, зупчасте парове и уопште 
преноснике са високим η, не прави разлика у величини степена искоришћења преноса у 
зависности од смера тока снаге, док се за пужни преносник o oвoмe мора водити рачуна. 
Могу се јавити следећи карактеристични случајеви тoкa снаге, [82]: 
• од погонског електромотора ка кабини, односно противтегу, сл. 2.16а, 
• од кабине, односно противтега ка погонском електромотору, сл. 2.16б, 
• од погонског електромотора ка преноснику и од кабине, односно противтега ка 
преноснику (случај самокочивости) сл. 2.16в. 
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Слика 2.16. Ток снаге код лифтова 
Отпори нa вoђицaмa кабине услед ексцентричног оптерећења мoгу сe oдрeдити нa 




trK Q s FS
S G
+ + +
= ∑  (2.22) 
где је: 
trF∑ - силе трења на клизачима кабине услед ексцентрицитета положаја терета. 
Укупни oтпoри кojи сe jaвљajу при eксцeнтричнoм oптeрeћeњу кaбинe су: 
( ) ( )
1 24 2 2
Q A Q B
tr tr tr kl
kl
e e




= ⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∑  (2.23) 
где је: 
1 1tr N klF F µ= ⋅  - сила трења на клизачима кабине услед ексцентрицитета положаја 
оптерећења ( )Q Ae , 
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 - сила трења на клизачима кабине услед ексцентрицитета положаја 
оптерећења , 
 - највећи ексцентрицитет положаја оптерећења по ширини кабине (A), 
 - највећи ексцентрицитет положаја оптерећења по ширини кабине (B), 
 - висински размак клизача, 
 - коефицијент трења клизача кабине, 
 - нормална сила на клизачу изазвана услед ексцентрицитета , 
 - нормална сила на клизачу изазвана услед ексцентрицитета. 
 
Слика 2.17. Силе трења на клизачима кабине 
Нa oснoву изрaзa зa вeличину трeњa нa вoђицaмa (2.23), мoжe сe кoнстaтoвaти дa сe 
врeднoсти oтпoрa мoгу мeњaти oд нулe (нeмa eксцeнтрицитeтa) дo нeкe мaксимaлнe 
врeнoсти, кoja зaвиси oд oднoсa ширинe кaбинe и рaстojaњa eлeмeнaтa зa вoђeњe нa 
кaбини. Tрeбa имaти у виду, дa сe oви oтпoри мoгу мeњaти у тoку вoжњe, пoсeбнo кoд 
путничких лифтoвa. 
Нa oснoву прeтхoднoг, мoжe сe уoчити знaчajнa прoблeмaтикa вeзaнa зa oдрeђивaњe 
губитaкa, oднoснo стeпeнa искoришћeњa пoстрojeњa зa вeртикaлнo дизaњe сa пoгoнскoм 
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ужeтњaчoм, пa сe jaвљa потребa да произвођач лифтова експериментално утврди 
вредности и карактер промене степена искоришћења свих елемената у преносу, посебно 
пужног редуктора и eлeмeнaтa зa вoђeњe кaбинe и прoтивтeгa или дa сe прeдвидe 
oдгoвaрajућa eкспeримeнтaлнa мeрeњa нa угрaђeним пoстрojeњимa кoja сe нaлaзe у 
eксплoaтaциjи. У нaрeднoм oдeљку дeфинишe сe eкспeримeнтaлнa мeтoдa зa oдрeђивaњe 
вeличинe oтпoрa, oднoснo укупнoг стeпeнa искoришћeњa кoд лифтoвских пoстрojeњa. 
2.2.1 Експериментална метода за одређивање отпора код лифтова 
Метода базира на одређивању отпора код лифтова као последице трења у вођицама 
кабине и противтега и у делу погонског механизма. На овај начин се одређује укупан 
(еквивалентан) отпор кретања помоћу посебно израђеног мерног прибора за различита 
оптерећења кабине. Поступак мерења подразумева мерење величине отпора тако што се 
преко погонског електромотора кабина подигне на жељену висину (позицију). Након тога 
се врши ручно откочивање погона (раздвајање облога кочнице помоћу ручице) у 
машинској просторији при чему се кабина држи на истој висини преко мерне полуге 
односно замајца. У зависности од тога где је веће оптерећење (на страни кабине или 
противтега) полугом прибора који је везан за замајац лифта се врши закретање замајца за 
два круга у смеру већег оптерећења након чега се поново активира кочница. Крај мерне 
полуге се веже за давач силе након чега се поново ручно деактивира кочница и изврши 
„нуловање” на давачу силе. Померањем краја мерне полуге преко давача силе у супротном 
правцу се мери вредност укупног отпора за актуелну позицију и оптерећење кабине. 
Димензије мерног прибора и посебно елемената за везу са замајцем или вратилом 
морају одговарати карактеристикама погонског механизма за конкретан лифт. Потребно је 
предвидети одговарајући начин оптерећивања кабине. Најповољније је користити палету 
са џаковима (песак, шљунак, цемент, итд.) мада се могу користити и друге вресте терета 
који омогућује варирање величине и ексцентричности отерећења у кабини. Такође мерни 
прибор захтева одређени простор у машинској просторији (уклапа се у простор машинске 
просторије дефинисан Правилником о лифтовима). Треба напоменути да ово техничко 
решење није  погодано за примену код лифтова без машинске просторије. 
Резултати добијени путем овог техничког решења се користе у области 
пројектовања, реконструкције и одржавања лифтова. За рачунску анализу погонских 
карактеристика лифтова, посебно са становишта „комфора вожње“ код путничких 
лифтова, потребно је познавање реалних вредности отпора јер је њихов утицај (ηuk = 0,45 
÷ 0,8) истог реда величине као и утицај називне носивости лифта (Q) а веома често и већи 
код лифтова у експлоатацији када је релативно оптерећење кабине λ≈0,5. 
Овом методом је могуће, за статичке услове, одређивање реалних вредности укупног 
отпора код лифтова који зависи од великог броја фактора као што су: конструкција лифта,  
врста преносника у склопу погонског механизма, релативна брзина контакних површина, 
врста клизача кабине и противтега, величина и ексцентричност оптерећења кабине, 
подмазивања, хабања и стања контактних површина, температуре итд.  
Због великог броја утицајних фактора прорачунско одређивање отпора односно 
укупног степена искоришћења се црши на основу процене у широким границама (ηuk = 
0,45 ÷ 0,8) са могућим великим грешкама. У пракси се најчешће користе резултати 
лабораторијских испитивања отпора односно степена искоришћења који се вреше засебно 
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нпр. за део погонског механизма у лабораторијама произвођача преносника а за возно 
окно моделима у лабораторијама произвођача лифтова или специјализованим 
институцијама, при чему се резултати ових испитивања ретко публикују и представљају 
пословну тајну. 
Опис мерног прибора 
Мерни прибор се састојао из следећих елемената: 
• мерна полуга, 
• давач силе, 
• мерно појачало са дисплејом, 
• уређај за мерење силе уужадима (одређивање тежина кабине и противтега). 
Мерна полуга је конструисана и израђена да омогући једноставну и чврсту везу са 
замајцем електромотора и да би се на једном њеном крају (у зависности да ли се врши 
дизање или спуштање кабине) на једноставан начин и брзо могао везати давач силе. У 
зависности од дужине мерне полуге, могао се лако прерачунати крак на којем је везан 
давач силе и тиме доботи момент на замајцу који стварају отпори од редуктора до клизача 
и вођица кабине и противтега. На сл. 2.18 приказан је изглед мерне полуге у облику 
радионичке документације као подлоге за њену израду, а на сл. 2.19 приказана је мерна 
полуга у току мерења, монтирана на замајац електромотора. 
 
Слика 2.18. Ццртеж мерне полуге 
 




Слика 2.20. Давач силе и мерно појачало 
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Давач силе и мерно појачало са дисплејом су два мерна уређаја који омогућавају да 
се сила у (N) или маса у (kg) региструју са давача силе и у дигиталном облику очитају са 
дисплеја мерног појачала. Та два уређаја приказана су на сл. 2.20. У ситуацији када се 
ручица кочнице откочи, давач силе региструје разлику у тежинама кабине и противтега. 
Након „нулирања“ мерног појачала и потезањем давача силе на горе преко ручне полуге, 
мерно појачало региструје отпоре од вођица до редуктора. 
Уређај за мерење силе у ужадима, сл. 2.21а, је искоришћен да се одреди тачна 
тежина кабине и противтега. Мерење је извршено тако што је уређај монтиран на носећа 
ужад (од првог до четвртог) непосредно изнад кабине. Након тога очитане су вредности 
сила (тежина) у појединачним ужадима и њиховим збиром добијена тачна (стварна) 
тежина како кабине тако и противтега. Због тачности мерног уређаја, претходно је 
извршено његово баждарење у лабораторијским условима, на основу терета чија је тежина 
позната и помоћу лабораторијске мосне дизалице (сл. 2.21б). 




Слика 2.21. Мерни прибор за мерење силе у ужадима 
Карактеристике лифта 
Мерења су извршена на индустријском лифту (лифт за превоз терета са пратиоцем) у 
згради Измењивача топлоте у фабрици „LAFARGE“ у Беочину. Шематски приказ лифта је 
дат на сл. 3.5, а технички подаци су: 
Врста лифта: Теретни лифт са пратиоцем – IV врста 
Носивост: 750 kgQ =  
Маса кабине: 700 kgK =  
Маса противтега: 1075 kgG =   
Висина дизања: 60,25 mH =   
Број станица/прилаза 6/6 
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Брзина дизања: 1,2 m/sv =  
Положај машинске просторије: Горе, изнад возног окна 
Пречник погонске ужетњаче: 650 mmD =  
Угао клинастог жљеба: 035γ =  
Обухватни угао ужета на пог. ужетњачи: 0160α =  
Пречник ужета: 13 mmd =  
Број ужади: 4z =  
Маса ужета: 0,59 kg/mq =  
Сила кидања ужета: 90,6 kNRF =  
Димензије кабине: 1160x 2160x 2100 mm  
Вођице кабине: 90x 65x14 mm⊥  
Вођице противтега: 50x 50x 6 mm⊥  
Димензије возног окна: 1960x 2460 mm  
Врата кабине: Аутоматска телескопска 
Врата возног окна: Полуаутоматска једнокрилна 
Погон: Пужни редуктор спрегнут са асинхроним 
електромотором 
 
Слика 2.22. Шематски приказ лифта 
Резултати мерења 
У наредним табелама дати су резултати дела мерења извршених у Lafarge-у на 
теретном лифту са пратиоцем носивости 750 kg. Приказане су величине оптерећења на 
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давачу силе TF , односно момента на вратилу електромотора TM , за различитa оптерећења 
и положај кабине. Степен искоришћења лифта је: 
( )Q Q TM M Mη = +  (2.24) 
где је: 
( ) (2 )Q RM Q g D iλ β= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  - момент терета редукован на вратило погонског 
мотора, 
T T TM F L= ⋅  - момент на вратилу електромотора (у центру мерне полуге), 
TF  - сила измерена на давачу силе, 
500 mmTL =  - растојање давача силе од центра мерне полуге, 
650 mmD =  - пречник погонске ужетњаче, 
27,7Ri =  - преносни однос редуктора, 
0,5β =  - фактор тежине противтега, 
0 1λ = ÷  - фактор оптерећења кабине. 
 
Табела 2.3. Мерење бр. 1 – терет у кабини 375 kgKQ = , 0,5λ = , 0 NmQM =  
 
доња станица станица на средини 
висине дизања горња станица 















ван станице ~2 m (два 










е у станици 9,2 4,6 9,1 4,55 6.7 3,35 
ван станице ~2 m (два 
круга пог. ужетњаче) 7,3 3,65 6,1 3,05 6.4 3,2 
средња вредност (ηsr) 0 
 
Табела 2.4. Мерење бр. 2 – терет у кабини 575 kgKQ = , 0,77λ = , 24 NmQM =  
дизање кабине доња станица 
станица на средини 
висине дизања горња станица 
FT MT η FT MT η FT MT η 
у станици 19,4 9,7 0,71 15,7 7,85 0,75 16,7 8,4 0,74 
ван станице ~2 m (два 
круга пог. ужетњаче) 20,0 10,0 0,70 16,4 8,2 0,74 18,6 9,3 0,72 
средња вредност (ηsr) 0,73 
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Табела 2.5. Мерење бр. 3 – терет у кабини 775 kgKQ = , 1,03λ = , 46,64 NmQM =  
дизање кабине доња станица 
станица на средини 
висине дизања горња станица 
FT MT η FT MT η FT MT η 
у станици 27,6 13,8 0,77 24,9 12,45 0,79 23,9 12,0 0,8 
ван станице ~2 m (два 
круга пог. ужетњаче) 27,4 13,7 0,77 24,8 12,4 0,79 22,6 11,3 0,8 
средња вредност (ηsr) 0,79 
 
Табела 2.6. Мерење бр. 4 – терет у кабини 175 kgKQ = , 0,23λ = , 24 NmQM = −  
спуштање кабине доња станица 
станица на средини 
висине дизања горња станица 
FT MT η FT MT η FT MT η 
у станици 13,5 6,75 0,78 15,0 7,5 0,76 16,9 8,45 0,74 
ван станице ~2 m (два 
круга пог. ужетњаче) 14,7 7,35 0,76 14,9 7,45 0,76 14,3 7,15 0,77 
средња вредност (ηsr) 0,76 
 
Табела 2.7. Мерење бр. 5 – празна кабина, 0,0λ = , 44 NmQM = −  
спуштање кабине доња станица 
станица на средини 
висине дизања горња станица 
FT MT η FT MT η FT MT η 
у станици 20,8 10,4 0,81 19,7 9,85 0,82 21,5 10,75 0,80 
ван станице ~2 m (два 
круга пог. ужетњаче) 22,3 11,2 0,80 22,1 11,0 0,80 23,0 11,5 0,79 
средња вредност (ηsr) 0,8 
 
Резултати мерења су приказани на дијаграму, сл. 2.23. 
Некон извршених мерења и анализе резултата уочене су могућности за побољшање 
методе применом коригованог мерног прибора који треба да омогући: 
• мерење тежине кабине са теретом у било ком положају, 
• одређивање величине трења у вођицама у било ком положају кабине, 
• телеметријска мерења са централог места (нпр. из машинске просторије лифта), 
• „квазистатичка“ мерења меродавних параметара на вођицама (у окну) и 
погонском механизму у току дужег времена (нпр. за један или више обртаја 
ужетњаче, што за посмтрани лифт износи преко 30 обртаја на замајцу), а не 
само у кратком временском периоду. Ова могућност је од посебног значаја за 
одређивање утицаја трења пужног пара, 
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• мали број обртаја ужетњаче (реализовано применом нарезнице за навоје) како 
би се могао искључити утицај инерцијалних сила и споредни ефекти. 
 
Слика 2.23. Укупни степен искоришћења код испитиваног лифта за статичке услове и 
β=0,5 
 
Опис коригованог мерног прибора 
Измене подразумевају да се уместо уређаја за мерење силе треба применити уређај 
за мерење силе у носећим ужадима на бази давача силе на истезање типа S – HBM S9M, 
опсега мерења од 0,5 до 50 kN, са дигиталним записом (могућност анализе и обраде 
резултата), сл. 2.24а и мерним појачалом са дисплејом за одређивање тежине кабине и 
противтега, сл. 2.24б. 
Давач силе и мерно појачало са дисплејом су два мерна уређаја који омогућавају да 
се сила у (N) или маса у (kg) региструју са давача силе и у дигиталном облику очитају са 
дисплеја мерног појачала. Када лифт мирује преко давача силе регистује се тежина кабине 
са теретом. У ситуацији када се преко ручице кочница откочи и лифт покрене давач силе 
региструје стварну силу у ужету која је већа или мања за величину трења на вођицама у 
зависности од смера кретања кабине. Након „нулирања“ мерног појачала оно региструје 
отпоре од вођица до редуктора. 
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Слика 2.24. Мерни прибор за утврђивање (проверу) маса кабине и противтега 
Уређај за мерење силе у ужадима, сл. 2.25а, искоришћен је да се одреди тачна 
тежина кабине и противтега. Мерење је извршено тако што је уређај монтиран на носећа 
ужад (од првог до четвртог) непосредно изнад кабине. Након тога очитане су вредности 
сила (тежина) у појединачним ужадима и њиховим збиром добијена тачна (стварна) 
тежина, како кабине (930 kg) тако и противтега (1285 kg). Због тачности мерног уређаја, 
претходно је извршено његово баждарење у лабораторијским условима, на основу терета 
чија је тежина позната (претходно утврђена баждареним динамометром, сл. 2.25б) и 
помоћу лабораторијске мосне дизалице. 




Слика 2.25. Мерни прибор за мерење силе у ужадима 
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У сврху „статичких“ мерења и експерименталног одређивања вредности и 
карактера промене степена искоришћења, односно губитака, првенствено пужног 
редуктора и eлeмeнaтa зa вoђeњe кaбинe и прoтивтeгa, коришћен је следећи прибор: 
• Мерна полуга (модификована), сл. 2.26а, 
• Уређај за мерење момента HBM T4A, опсега мерења до 50 Nm, сл. 2.26б, 
• Универзална моторна нарезница, коришћена у сврху континуалног обртања 
замајца, а тиме и дизања и спуштања кабине/противтега, сл. 2.26в, 
• Универзално мерно појачало – 8 канално QUANTUM X MX480B, сл. 2.26г, 
• Софтвер за прикупљање и обраду мерних сигнала HBM catmanEasy-AP, 










Слика 2.26. Мерни прибор коришћен у сврху „статичких“ мерења 
Мерна полуга је конструисана и израђена да омогући једноставну и чврсту везу са 
замајцем електромотора и да би се на њеној средини на једноставан начин и брзо могао 
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везати уређај за мерење момента. Приказан је изглед мерне полуге у облику радионичке 
документације као подлоге за њену израду, а на сл. 2.27а приказана је мерна полуга са 
уређајем за мерење момента и погонским елементом (нарезница за навоје) у току мерења, 





Слика 2.27. Мерна полуга монтирана на замајцу електромотора 
Након ручног деловања на полугу кочнице (сл. 2.28a), укључује се моторна 
нарезница (сл. 2.27б), чији се обртни момент преко давача момента (сл. 2.27б) преноси на 
замајац, а тиме врши и подизање, тј. спуштање кабине. Мерни сигнал (промена обртног 
момента на замајцу) је са давача момента вођен на универзално мерно појачало – 8 
канално QUANTUM X MX480B, а одатле преко софтвера за прикупљање и обраду мерних 
сигнала HBM catmanEasy-AP складиштен на меморију рачунара (сл. 2.28б). 




Слика 2.28. Кочница са ручицом за откочивање (а) и део опреме за мерење (б) 
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Треба напоменути да су мерења вршена за случајеве када је кабина била у доњој 
станици (у приземљу), приближно на средини висине дизања и у горњој станици. За све те 
сличајеве кабина је дизана преко моторне нарезнице за један пун круг погонске ужетњаче, 
а онда спуштана такође за један круг ужетњаче, с тим да у случају када је кабина била у 
горњој станици, онда је прво вршено спуштање, па дизање. 
У наредном поглављу описани су и дати резултати мерења, који су уједно 
послужили за одређивање губитака (првенствено у редуктору), а на основу тога дате 
подлоге за методу одређивања отпора код лифтова. 
 
НАПОМЕНА: На жалост, у току мерења је установљено да код оптерећења кабине која 
се разликују већ више од 100 kg од половине називног оптерећења (750/2=375 kg) долази 
до појаве момената на погонској нарезници који прелази мерни опсег мерача момента (50 
Nm). Ово је указало на озбиљну неправилност у функционисању лифта. Након прегледа 
лифта од стране стручне комисије и сервисера (март 2015.) установљени су проблеми и 
делу погонског механизма са пужним паром па је донета одлука да се обустави 
експлоатација лифта и замени целокупан погонски механизам. Планирано је да ће замена 
бити извршена најкасније до јуна 2015. године, након чега би се извршила предвиђена 
мерења. Међутим како замена није још извршена (септембар 2015.) морало се, у оквиру 
ове дисертације, одустати од ових мерења. Међутим како је метода верификована већ код 
претходног мерења, који су извршени раније (17.04.2014.), чији су резултати приказани 
горе може се констатовати да је предложена метода за експериментално одређивање 
отпора код лифтова са коригованом опремом погодна за примену у експлоатационим 
условима односно за одређивање реалних вредности ових параметара. Без обзира на 
завршетак дисертације након монтаже погонског механизма и пуштања лифта у рад 
извршиће се предвиђена мерења која ће бити од изузетне важности јер се ретко пружа 
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3.0 МОДЕЛИРАЊЕ И ДИНАМИЧКА АНАЛИЗА 
МАШИНА ВЕРТИКАЛНОГ ТРАНСПОРТА 
3.1 Дeфинисaњe кинематских параметaрa - крутокинетичка 
анализа 
Основне кинематске величине које се јављају код машина за вертикално дизање 
терета су брзина и убрзање. Међутим, због комфора вожње код особних лифтова веома је 
битна и брзина промене убрзања, односно трзај. 
Граничне вредности појединих кинематских параметара су последица ограничења, 
која су карактеристична за одређену врсту уређаја. Иначе, што се тиче брзине дизања 
тежи се да она буде што већа, јер она директно утиче на капацитет. Како се брзина може 
постићи тек након одређеног времена, у зависности од потребне висине дизања, бира се 
њена оптимална вредност, јер није исправно пројектовати уређај са великом називном 
брзином, ако се он користи за вожњу са спрата на спрат, па се најчешће догађа да се та 
називна вредност и не достигне. 
Код особних лифтова основни кинематски параметри се одређују из услова 
комфора, односно удобности вожње, при чему је важно да: максимално убрзање и 
успорење при покретању и кочењу не сме да пређе одређену граничну вредност, и брзина 
промене убрзања-успорења не сме бити велика, односно максимално убрзање-успорење 
не сме бити постигнуто сувише брзо. Код савременух лифтова максимално убрзање и 
успорење (сем принудних) се регулише преко управљачких програма. Овде се наводе 
подаци из ранијег периода где су, многобројним испитивањима за особне лифтове при 
вожњи са спрата на спрат, утврђене су граничне вредности убрзања и брзине његове 
промене (трзаја): 2max 1,4 m sa =  и 
3
max 1 m sa = . 
Код примене асинхроних мотора без управљања (директно укључивање), 
максимална убрзања могу да пређу вредност од 21,4 m s , али никако не и границу од 
22,5 m s , [87]. Ако се ради о осталим врстама лифтова (лифтови који имају дужи пут 
између заустављања, не крећу се са спрата са спрат), или о извозним постројењима тада, 
посебно ако се ради о превозу терета, не постоје посебни прописи о максималним 
убрзањима. На основу наведеног, уобичајени дијаграми кретања карактеристични за 
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Слика 3.1. Дијаграми кретања лифта и извозних постројења 
Убрзање-успорење кабине и противтега може се одредити на основу равнотежа 








K in M in M st MM M M M= +   (3.2) 
где је: 
MM  - момент мотора, 
/
rot
in MM  - момент инерцијалних сила ротационих маса, 
/
tr
in MM  - момент инерцијалних сила транслаторних маса, 
/st MM  - момент статичког оптерећења од тежине кабине, корисног терета 
ипротивтега  редукован на вратило електромотора, 
KM  - момент кочења. 
Знак ( )−  испред /st MM  важи за генераторски режим рада, односно када је рад 
мотора потпомогнут статичким моментом од спољњег оптерећења. 
Момент инерцијалних сила ротационих маса: 
( )/ /
2rot R
in M red M R K
a iM J J J
D
ε α ⋅ ⋅= ⋅ = ⋅ + ⋅  (3.3) 
где је: 





a ai iD D
ε ⋅= ⋅ = ⋅  - угаоно убрзање вратила електромотора, 
Ri  - преносни однос редуктора, 
55 
Моделирање и динамичка анализа машина вертикалног транспорта 
a  - убрзање транслаторних маса, 
D  - пречник погонске ужетњаче, 
1,15 1,25α = ÷  - коефицијент утицаја спороходих ротационих маса у односу на прво 
вратило(вратило електромотора), 
RJ  - момент инерције ротора електромотора са замајцем, 
KJ  - момент инерције спојнице. 









Dm a a Q K G DM
i iη η






m Q K G= + +∑  - укупна транслаторна маса, 
Q  - називна носивост лифта, 
K  - маса кабине, 
G  - маса противтега, 
η  - укупни степен искоришћења лифтовског постројења. 














Уводећи ознаке за карактеристичне односе: 
SQ
Q
λ =  - релативно оптерећење кабине и 
G K
Q
β −=  - коефицијент тежине противтега, 
где је: 
SQ  - стварно оптерећење кабине корисним теретом, 

















Сада се стварни статички момент и момент инерцијалних сила транслаторних маса 
који одговарају стварном оптерећењу кабине могу изразити на следећи начин: 
( ) ( )
/ /
1
1 2 1 2
n
st M st M
R R
Q g D Q g D
M M
i i
β λ βλ β λ β
β η β η
− ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅− −
= ⋅ = ⋅ =
− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅
 (3.7) 
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in M in M
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a Q K G DQ K G Q K GM M
Q K G i Q K G






⋅ + + ⋅⋅ + + ⋅ + +
= ⋅ = ⋅ =
+ + ⋅ ⋅ + +




Уврштавајући изразе (3.3), (3.7) и (3.8) у једначине (3.1) и (3.2), при вођењу рачуна 
да у једначини (3.2) у изразима за статички момент редукован на вратило електромотора и 
момент инерцијалних сила транслаторних маса члан ( )η  треба да стоји у бројиоцу због 
тога што отпори помажу при кочењу: 













 ⋅ + + ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅
= ⋅ ⋅ + + ± ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 
 (3.9) 












 ⋅ + + ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅
= ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ 
  (3.10) 
Решавањем ове једначине по ( )a  добија се: 
- за период убрзања 
( )





















− ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅
= ⋅
 ⋅ + + ⋅
⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ 

 (3.11) 
- за период кочења (успорење) 
( )
























 ⋅ + + ⋅
⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ ⋅ 
 (3.12) 
 
У претходном разматрању, елементи лифта су се посматрали као крути (тзв. „крути 
систем“ лифтовског постројења), што одговара „крутокинетичкој анализи“. Од посебног 
интереса је еластичност ужета, која значајно утиче на динамичка оптерећења, а тиме и на 
кинематику кретања кабине. Код старијих лифтова, на вратилу електромотора се налази 
замајац, чији је задатак да кретање погонског дела одржи што равномернијим и што је 
однос замајних момената ротационих и транслаторних маса већи, то је утицај различитог 
оптерећења кабине и еластичности ужета на кинематику кретања погонског дела 
механизма мањи. 
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3.2 Еластокинетичка анализа. Динамички модели у систему 
дизања погонском ужетњачом 
Горе разматрани модели, како је наведено, одговарају за лифтове релативно мале 
висине и брзине. Крутост појединих погонских елемената, као параметара динамичког 
модела, зависи од конструктивне изведбе конкретног уређаја. На основу многобројних 
испитивања на одређеним конструкцијама погона дизања о величини утицаја крутости 
елемената на његово динамичко понашање може се проблем знатно упростити. У 
литератури се иначе наводи да је утицај крутости ротационих елемената погона дизања од 
погонског електромотора до ужетњаче (ротор, спојница, редуктор, ...) свега 0,5% у односу 
на утицај крутости ужета на динамичка оптерећења, сл. 3.2. Како је цела конструкција 
погонског склопа постављена на масивно бетонско постоље чија је крутост велика, може 
се и овај утицај искључити из разматрања, посебно код лифтова и извозних постројења 





Слика 3.2. Општи (а) и упрошћен (б) изглед динамичког модела стандардне 
конструкције лифта 
а) Модел лифта са два степена слободе 
Најчешће се за одређивање динамичког оптерећења у случају вертикалног дизања 
погонском ужeтњачом усвајају динамички модели приказани на сл. 3.3, код којих је 1m  - 
редукована маса погонског дела, 2m  - маса кабине и терета, и P  - погонска сила. Сл. 3.3а 
58 
Моделирање и динамичка анализа машина вертикалног транспорта 
приказује модел ужета какав би одговарао погонима код којих су висина и брзина дизања 
релативно мале, што доводи до тога да се уже посматра као нееластични савитљиви 
елемент. На тој слици је приказан тзв. крутокинетички модел лифта који је детаљно 
анализиран у поглављу 3.1. 
Формирање динамичког модела лифта може се разложити на три дела. Прво, може 
се приступити дефинисању модела ужета као носећег елемента. Наиме, уже се може 
посматрати на више начина. Према [87], најмеродавније је посматрати уже као Келвинов 
или стандардни модел (сл. 3.3в,г), где се уже посматра као опруга велике крутости (c) у 
комбинацији са пригушењем (b). На сл. 3.3б,в,г представљени су динамички модели са два 
степена слободе кретања, који се веома често користе при анализи лифтова. 
 
а)   б)    в)   г) 
Слика 3.3. Динамички модели носећег елемента, нееластични елемент (а), Хуков модел 
(б), Келвинов модел (в) и стандардни модел (г) 
б) Модел лифта са носећим елементом у облику штапа („тешко“ уже) 
константне дужине 
Недостатак претходних модела се огледа у томе да се добијају приближне 
вредности аплитуда и фреквенција осциловања које су прихватљиве за случајеве малих 
висина дизања. Код већих висина дизања, потребно је узети и утицај тежине челичног 
ужета. Ово је могуће приближно моделирати као осцилације са једним степеном слободе 
кретања, са „тешком“ опругом, што је обрађено у општој литератури. Међутим, овај 
проблем се тачније може моделирати као систем са бесконачним бројем степени слободе 
кретања (лонгитудиналне осцилације штапа) са одговарајућим граничним условима, 
поглавље 5.0. 
Формирање диференцијалних једначина осциловања ужета константне дужине ће 
се извршити разматрањем једне стране (стране на којој се налази кабина), што је 
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оправдано, јер се дужина ужета задржава константном, тј. у суштини се разматрају 
уздужне осцилације штапа дужине L, [89]. Размарање ће се извршити према сл. 3.4. 
На основу Даламберовог принципа, посматрајући равнотежу елементарног дела 
ужета, може се написати: 
2 2
2 2
q u uE A u b q
g t x t
∂ ∂ ∂ ⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅ + ∂ ∂ ∂ 
 (3.13) 
 
Слика 3.4. Осциловање ужета константне дужине 
Ако би се посматрало осциловање око равнотежног положаја (положаја статичке 
равнотеже), при чему би се са ( , )v x t  обележило удаљење од равнотежног положаја, а са 
( ,0) stu x u=  издужење ужета услед деловања сопствене тежине ужета, диференцијална 
једначина осциловања ужета константне дужине попримила би облик [87]: 
2 2
2 2
v g E A vv b
t q x t
∂ ⋅ ⋅ ∂ ∂ = ⋅ + ⋅ ∂ ∂ ∂ 
 (3.14) 
Решење једначине (3.14) се може добити (тражити) у облику производа две 
функције које су функције само једне променљиве (поступак решевања парцијалних 
диференцијалних једначина методом раздвајања променљивих детаљније је образложен у 
поглављу 4.0): 
( , ) ( ) ( )v x t X x T t= ⋅  (3.15) 
Ако се израз (3.15) два пута диференцира и уврсти у једначину (3.14), добиће се две 
обичне диференцијалне једначине: 
.. .




T b k c T k c T
X k X
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2 g E Ac
q
⋅ ⋅
=  - брзина простирања еластичног таласа 
Решење друге једначине је облика: 
1 2( ) cos( ) sin( )X x A k x A k x= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅  (3.17) 
Константе 1A  и 2A  се одређују из граничних услова, [87]: 
а) за 0x = , на основу сл. 3.4, издужење је једнако нули, тј. (0, ) 0u t = , па је први 
гранични услов (0, ) 0v t = . 




Q v vE A v b
q t x t ==
 ∂ ∂ ∂ ⋅ = − ⋅ ⋅ + ⋅  ∂ ∂ ∂    
Комплетно решење система обичних диференцијалних једначина (3.16), а тиме и 
једначине (3.14) дато је у [87]. Овде ће се навести само део поступка решавања који се 
односи на одређивање фреквентне једначине осциловања ужета, са теретом на доњем 
крају, у случају мировања погонске ужетњаче. 
Користећи други гранични услов и заменом у једначине (3.16) и (3.15), након 
сређивања, добије се [87]: 
tan( ) q Lk L k L
Q
⋅
⋅ ⋅ ⋅ =  (3.18) 
Увођењем ознака: k Lβ = ⋅  и q L
Q
α ⋅= , добија се фреквентна једначина осциловања 
ужета са теретом на доњем крају, у случају мировања погонске ужетњаче, у облику: 
tanβ β α⋅ =  (3.19) 
За различите односе тежине ужета и терета, могуће је рачунским методама или 
графичким путем наћи решења за горњу једначину, [101, 103]. Једначина има бесконачно 
много корена, па је број сопствених кружних фреквенција бесконачно велики. 
За карактеристичне вредности β  (од 0 до 7 2π , у зависности од броја корена 
једначине и од односа маса ужади и терета, тј. вредности за α ), дефинисане су и 
сопствене форме осциловања ужета: 
2 2( ) sin( ) sini i
xX x A k x A
L
β = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ 
 
 (3.20) 
Карактеристично за велике висине дизања и за мале носивости кабине, када су 
вредности за α  знатне, вредности за β  према [101]и [87] су: 
2 1
2
nβ π−= ⋅  (3.21) 
где је: 
1, 2, 3, ...n =  
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в) Модел лифта са „тешким“ ужетом променљиве дужине 
За лифтове велике висине дизања и брзине кретања, претходно наведени модели не 
одговарају, због чињенице да се у току дизања, поред тежине слободног дела ужета, 
значајно мења и oсновни параметар динамичких модела – крутост EA l . Меродаван 
динамички модел за описивање динамичког понашања уређаја са погонском ужетњачом 
приказан је на сл. 3.5. 
 
Слика 3.5. Динамички модел лифта [68, 67] 
Модел лифта приказан на сл. 3.5 омогућује комплексну анализу динамичког 
понашања лифта који обухвата утицај промене дужине слободног крака челичног ужета 
на његову крутост c E A l= ⋅  (параметарске осцилације). Овакав модел се мора применити 
код брзоходих и експресних лифтова, као и извозних постројења при анализи динамичког 
понашања и стабилности кретања система. 
На основу равнотеже елементарних делова за наилазну и силазну грану и момената 
на погонској ужетњачи, сл. 3.5, динамичко понашање се дефинише помоћу система од три 
парцијалне диференцијалне једначине у облику [68]: 






u x t u x tq aE A u x t b q
g t x t g
∂ ∂   ∂
⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ±   ∂ ∂ ∂   
 (3.22) 






u x t u x tq aE A u x t b q
g t x t g
∂ ∂   ∂
⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ±   ∂ ∂ ∂   
 (3.23) 
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( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 1 2 2, , , , Rm r
R a iM E A u l t u l t u l t u l t J
i x tη η
 ∂ ∂ ⋅
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − + − − ⋅   ⋅ ∂ ∂ 
 (3.24) 
где је: 
1 2,u u  - еластична деформација ужета, 
E  - модул еластичности, 
A  - попречни пресек ужета, 
a  - убрзање погонског механизма, 
mM  - погонски момент мотора, 
Ri  - преносни однос редуктора, 
η  - коефицијент искоришћења погона, 
rJ  - момент инерције ротационих маса редукован на вратило ужетњаче, 
R  - полупречник ужетњаче. 
Представљајући уже као Келвинов модел може се написати: 
( ) ( ) ( ),, , u x tS x t E A u x t b
x t
∂ ∂
= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ∂ ∂ 
 (3.25) 
где је: 
b  - коефицијент који узима обзир унутрашње трење (параметар пригушења) 
Да би се решио наведени систем једначина, потребно је дефинисати граничне 
услове за места наиласка и силаска ужета са погонске ужетњаче и на местима везе крајева 
ужади за кабину и противтег. 
Ако се узме да нема клизања ужета по погонској ужетњачи (задовољени услови за 
вучну способност), гранични услов на месту наиласка ужета на погонску ужетњачу, сл. 
3.6, може се написати у облику [68]: 




t u l t dlu l t dt
x dt
∂  = ⋅ ∂  ∫  (3.26) 
где је: 
1l  - намотани део ужета на ужетњачу, 
1dl
dt
 - брзина намотавања ужета (дизања). 
Ако долази до еластичног клизања ужета на погонској ужетњачи, гранични услов 
је: 




t u l t u l tdl du l t l dt l
x dt dt x
∂ ∂ = − ∆ ⋅ + ∆ ⋅ ∂ ∂ ∫  (3.27) 
где је: 
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∆  - брзина еластичног клизања. 
Гранични услов на месту везивања ужета за кабину је: 
( ) ( ) ( )
2




u L t u L tQQ E A u L t b a
x t g t
 ∂ ∂ ∂
= ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ −  ∂ ∂ ∂   
 (3.28) 
 
Слика 3.6. Гранишни услови: а) на ужници без клизања, б) на ужници са клизањем, в) на 
кабини [68] 
При вeликим брзинaмa дизaњa, брзинa прoмeнe силe нa oбухвaтнoм углу ужeтњaчe 
je мaњa oд силe трeњa, пa сe зaдржaвa силa у ужeту нa дeлу углa рeлaтивнoг мирoвaњa, 
oнaквa кaквa je билa прe нaилaскa нa ужeтњaчу. Збoг прoмeнљивe врeднoсти силe у 
силaзнoj грaни ужeтa, мoгу нaстaти такође пaрaмeтaрскe oсцилaциje, кoje нису прeдмeт 
истрaживaњa у oвoj дисeртaциjи. Схoднo тoмe, мoгу сe пoсмaтрaти oдвojeнo нaилaзнa и 
силaзнa грaнa ужeтa, у случajeвимa зaдaвaњa кинeмaтских услoвa нa пoгoнскoj ужeтњaчи 
(oптeрeћeњa нe утичу нa пoгoнски мeхaнизaм). 
Аналитичко решење система диференцијалних једначина са нехолономним 
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4.0 АНАЛИЗА И ПРИМЕНА АНАЛИТИЧКО-
НУМЕРИЧКИХ ПОСТУПАКА ЗА РЕШАВАЊЕ 
МАТЕМАТИЧКИХ МОДЕЛА 
Анализа система и машина вертикалног транспорта подразумева формирање 
математичких модела кроз системе диференцијалних и алгебарских једначина, како је 
детаљно описано у претходном поглављу. У литератури је доступан велики број 
аналитичко-нумеричких метода и поступака за решавање математичких модела. Шема 
дата на сл. 4.2 приказује детаљнији преглед метода, како аналитичких тако и нумеричких 
за решавање једначина и система једначина кроз које је неки технички проблем 
дефинисан.  
У наредном тексту су приказане неке од најзначајнијих метода које се у свету 
примењују за решавање математичких модела, као што су системи диференцијалних 
једначина формирани и описани у претходном поглављу. Такође, кроз један од поступака 
биће дат и начин решавања неких проблема применом нумеричких метода и софтверског 
пакета MATLAB. Nа сл. 4.1 дат је дијаграм [42], са кога се види пут и начини решевања 
математичких модела. 
 
Слика 4.1. Дијаграм тока за решавање математичких модела [42] 
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Слика 4.2. Класификација метода за решавање математичких модела 
4.1 Преглед значајнијих метода за решавање обичних 
диференцијалних једначина 
У наставку је дат преглед метода које се у техници користе за решавање 
математичких модела примењених код машина вертикалног транспорта и сличних 
проблема. Дакле, како показује шема на сл. 4.2, постоји велики број метода за решавање 
диференцијалних једначина, при чему ће бити приказане само оне које су интересантне за 
ову дисертацију, односно за решавање формираних математичких модела. 
Као што је опште познато из математике, под диференцијалном једначином 
подразумева се једначина у којој се поред непознате функције и њеног аргумента 
појављује и један или више њених извода. Решење (или интеграл) диференцијлне 
једначине је функција која задовољава ту једначину. На пример, ако је ( )y y x=  непозната 
функција аргумента x, онда је за дифернцијалну једначину xy y e′′ − =  решење 
( ) x xy x xe Ce= + . Са C је означена произвољна бројна константа, што указује на то да 
диференцијална једначина нема у општем случају јединствено решење. Зато су при 
решавању диференцијалних једначина од интереса неки посебни услови помоћу којих се 
одређују непознате константе. За диференцијалне једначине првог реда задају се тзв. 
почетни услови облика ( , )y f x y′ = , 0 0( )y x y= , што је такође познато као Кошијев 
проблем (енг. Cauchy). У том случају се добија јединствено решење. 
Као што се види са сл 4.2, постоји велики број аналитичких метода за решавање 
диференцијалних једначина, али су те методе ограничене на специјалне случајеве. Тада се 
добија решење у облику израза споменутих у претходном пасусус. Међутим, код великог 
броја проблема (који су често повезани са математичким моделима већине техничких 
система), није могуће применити аналитичке методе, па је потребно приступити 
нумеричком одређивању приближног решења. Нумеричко решење је пожељно чак и у 
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случајевима када постоји решење у коначном облику, али је врло компликовано. Нпр. 
нумеричко решење диференцијалне једначине често је задато у облику табеле, тако да 
аналитички израз за функцију остаје и даље непознат. За добијање већег броја значајних 
цифара у решењу потребно је уложити већи напор при израчунавању и применити 
прецизнији метод. 
Најчешће примењиване аналитичке методе 
Аналитичке методе дају приближно решење постављеног проблема помоћу 
одговарајућих аналитичких израза. Могућност практичне примене ових метода је веома 
ограничена, тако да оне немају велики значај. 
1. Метод неодређених коефицијената 
Ако је дат Кошијев (енг. Cauchy) проблем: 
0 0( , ),  y(x )y f x y y′ = =   
Решење овог проблема је у облику реда: 
2 3
0 1 0 2 0 3 0( ) ( ) ( ) ( ) ...y x a a x x a x x a x x= + − + − + − +   
где су: 
0 1 2, , ,...a a a  - непознати коефицијенти. 
На основу почетног услова 0 0( )y x y= , добија се за први коефицијент 0 0a y= . 
Остали коефицијенти се добијају изједначавањем: 
( )( ) , ( )y x f x y x′ =  (4.1) 
где је: 
2
1 2 0 3 0( ) 2 ( ) 3 ( ) ...y x a a x x a x x′ = + − + − +  
Из услова да лева и десна страна у изразу (4.1) буду једнаке, одређују се 
коефицијенти ka . 
2. Пикардов (енг. Picard) метод сукцесивних апроксимација 




0( ) , ( )
x
x
y x y f t y t dt= + ∫  (4.2) 
Полазећи од неке почетне апроксимативне функције 𝑦[0](𝑥), на основу (4.2) може 
се конструисати низ узастопних апроксимација �𝑦[𝑘]�
𝑘𝜖𝑁
 помоћу формуле: 







y x y f t y t dt+ = + ∫  (4.3) 
Детаљније образложење Пикардовог метода дато је у [80]. 
67 
Анализа и примена аналитичко-нумеричких поступака за решавање математичких модела 
Најчешће примењиване нумеричке методе 
1. Ојлеров (енг. Euler) метод 
Ојлеров метод је најпростији представник нумеричких метода. Апроксимација 
функције решења не добија се у облику израза већ у облику табеле приближних 
вредности. 
Да би се појаснио поступак тражења решења применом Ојлеровог метода 
посматраће се диференцијална једначина (Кошијев проблем) чије се решење тражи у 
интервалу [a, b]. Интервал [a, b] се може поделити на n подинтервала помоћу тачака 
0 ,    ( 1, , )kx a x a hk k n= = + = … , где је ( )h b a n= − . 
Ако се претпостави да је функција 𝑦 непрекидна заједно са својим изводима y′  и 
y′′ , тада се на основу Тејлорове (енг. Taylor) формуле може рећи да постоји тачка c1 
између тачака x0 и x ( )0 1( , )x x x∈  таква да је: 
2
0
0 0 0 1
(( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2
)x xy x y x x x y x y c− ′′= + +′−  
Како је 0 0 0 1 0( ) ( , ) и y x f x y h x x=′ = − , одавде следи да се за 1x x=  може написати: 
2
1 0 0 0 1( ) ( , ) )(2
hy x y h f x y y c′′= + ⋅ +  
Уколико је корак h довољно мали, може се занемарити последњи члан на десној страни и 
за апроксимацију тачне вредности 1( )y x  узети: 
1 0 0 0, )(y y h f x y= + ⋅  (4.4) 
Сличним поступком на интервалу 1 2( , )x x  добија се апроксимација тачне вредности 2( )y x
: 
2 1 1 1( , )y y h f x y= + ⋅  
Поступак се понавља, генеришући низ вредности: 
1 ( , ),   ( 0,1,..., 1)k k k ky y h f x y k n+ = + ⋅ = −  (4.5) 
Релација (4.5) представља општи облик појединачног корака Ојлеровог метода. 
На овај начин се добија низ тачака ( , )k kx y , k = 0, ..., n, чијим спајањем настаје 
полигонална линија која се зове Ојлеров полигон. Ова полигонална линија апроксимира 
график тражене функције ( )y y x=  као што је то приказано на сл. 4.3. На основу израза 
(4.5) и сл. 4.3 види се да део полигоналне линије, који спаја тачке 0 0( , )x y  и 1 1( , )x y , 
представља део тангенте на кривој ( )y x  у тачки 0 0( , )x y . Део линије који спаја 1 1( , )x y  и 
2 2( , )x y  припада правој паралелној тангенти у тачки 1 1( , )x y , итд. 
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Слика 4.3. Ојлеров полигон 
Са сл. 4.3 може се закључити да Ојлеров метод није нарочито прецизан и да зависи 
од броја корака n, тј. од величине корака h. Са исте слике се види да ће акумулирана 
грешка Ојлеровог метода бити значајна. 





hy c′′ . На целом интервалу [a, b] после n корака грешка износи: 
2n
k 1
y (c ) ( ) ( )
2 2k
h b a y c h O h
=
′ − ⋅′ ≈′≈ ′∑  (4.6) 
Укупна грешка ће бити и већа него што се то види из формуле (4.6), због тога што 
израчунате тачке ( , )k kx y   не леже на графику тачног решења ( )y y x= . 
2. Методи Рунге-Кута (енг. Runge-Kutta) 
Карл Рунге1 и Вилхелм Кута2 развили су методе које се заснивају на примени 
Тејлоровог реда, али избегавају израчунавање извода разматране диференцијалне 
једначине. Постоје две врсте метода Рунге-Кута, и то методе Рунге-Кута реда два и реда 
четири. Иначе, метод Рунге-Кута реда четири је много прецизнији и у широј је употреби 
од метода Рунге-Кута реда два. 
Да би се показала суштина метода Рунге-Кута реда два и четири поћи ће се од 
Кошијевог проблема и његовог решења у облику Тејлоровог реда. 
0 0( , ),        ( )y f x y y x y′ = =  (4.7) 
2 3
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2! 3!
h hy x h y x h y x y x y x′ ′′ ′′+ ⋅ ′= + + + +…  (4.8) 
Према методу Рунге-Кута апроксимираће се горњи ред да би се избегло одређивање 
извода, а при томе постигла што је могуће већа тачност, у облику следеће формуле: 
1 Carl David Tolme Runge (1856 ÷ 1927), немачки математичар и физичар. Професор на Универзитету 
у Хановеру до 1904. године и на Универзитету у Готингену (Göttingen) од 1904. до 1925. године  
2 Martin Wilhelm Kutta (1867 ÷ 1944), немачки математичар, професор Универзитета у Штутгарту 
69 
                                                 
Анализа и примена аналитичко-нумеричких поступака за решавање математичких модела 
1 1 2 2( ) ( )y x h y x k kω ω+ = + +  (4.9) 
где је: 
1 ( , )k h f x y= ⋅  
( )2 1)( , , ( , )k h f x h y k h f x h y hf x yα β α β= ⋅ + + = ⋅ + +  
Ако се последња два израза уврсте у израз (4.9) добија се: 
( )1 2( ) ( ) ( , ) , ( , )y x h y x hf x y hf x h y hf x yω ω α β+ = + + + +  (4.10) 
Тачност последњег израза зависи од константи 1 2, ,  и ω ω α β . Дакле, потребно је 
одредити наведене константе, тако да израз буде што је могуће тачнији. Одређивање ових 
константи се врши коришћењем Taylor-ове формуле за функцију две променљиве и 
узимајући само прва три члана. 
( )
21, ( , ) ( , )
2x y
f x h y hf x y f hf hff h hf f x y
x x
α β α β α β∂ ∂ + + == + + + +  ⋅∂ ∂ 
 (4.11) 
где је ( , )x y  тачка на линијском сегменту који спаја тачке ( , )x y  и ,( )x h y hfα β+ + . 
Једначина (4.10) добија следећи облик: 
2 2 3
1 2 2 2( ) )( ) ( ( , ( )) x yy x h y x hf x y h f h ff O hω ω αω βω+ = + + + + +  (4.12) 
Како је ( , )y f x y′ = , онда је други извод: 
( , ) x y
dy f f yy f x y f f f
dx x x y x
′ ∂ ∂ ∂ ∂
= = = + =′ +
∂ ∂ ∂ ∂
′  
а једначина (4.10) постаје: 
2 2 31 1( ) ( ) ( , ) (
2 2
)x yy x h y x hf x y h f h ff O h+ = + + + +  (4.13) 
Једначине (4.12) и (4.13) биће подударне у случају да су им десне стране једнакости 
подударне тј., ако је: 
1 2 1ω ω+ = ,           2
1
2
αω = ,  2
1
2
βω =  
Одавде се налазе решења за: 1
1
2
ω = , 2
1
2
ω = , 1α =  и 1β = . На основу ових решења 
једначина (4.10) постаје: 
( )( ) ( ) ( , ) , ( , )
2 2
h hy x h y x f x y f x h y hf x y+ = + + + +  
Последњи израз представља метод Рунге-Кута реда два. Подразумевајући да је 
вредност ( )y x  добијена у n-том итеративном кораку, а ( )y x h+  у следећој итерацији, 
може се означити ( )ny y x=  и 1 ( )ny y x h+ = + . На основу овога добија се еквивалентан 
запис метода Рунге-Кута реда два у облику: 
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( )1 1 22n n
hy y k k+ = + +  
где је: 
1 ( , )fk x y= , 
12 ( , )f x hk y k= + +  
Грешка овог метода на рачун узимања само прва три члана у Тејлоровом развоју за 
функцију две променљиве је реда: 
2 3
3 1 α
6 4 6 x
hh f f f f f
x y x y
   ∂ ∂ ∂ ∂ − ⋅ + + + ⋅     ∂ ∂ ∂ ∂     
⋅  
Од далеко већег практичног значаја је метод Рунге-Кута реда четири који се дефинише 
изразом: 
( )1 1 2 3 42 26n n
hy y k k k k+ = + + + +  
где је: 
1 ( , )fk x y= , 
12 ,2 2




h hf x yk k = + + 
 
, 
( )34 ,f x hk y hk= + + . 
Као што се види, апроксимација 1ny +  се добија на рачун израчунавања функције (f) 
у четири тачке. Коначна формула поклапа се са Тејлоровим развојем закључно до члана 
који садржи 4h . Према томе, грешка је реда 5( )O h . 
4.2 Методе за решавање математичких модела кроз 
парцијалне диференцијалне једначине 
Парцијална диференцијална једначина у општем случају садржи две или више 
независно променљивих x, y, ..., функцију тих променљивих u(x,y,...) и њене парцијалне 
изводе: 
2 2 2
2 2, , , , , ,
u u u u u
x y x y x y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
  
Функција u(x,y,...) која задовољава одређену парцијалну једначину и неопходан број 
граничних услова представља њено партикуларно решење. Број неопходних граничних 
услова по некој од независно променљивих једнак је реду највишег парцијалног извода 
функције u(x,y,...) по тој променљивој. У овом кратком образложењу фокус ће бити на 
парцијалне диференцијалне једначине другог реда (коришћене за описивање кретања код 
машина вертикалног транспорта, поглавље 3.0), чији је општи облик: 
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2 2 2
2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
u u u u ua x y b x y c x y d x y e x y f x y u g x y
x x y y x y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + + + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
(4.14) 
Функција u(x,y) као партикуларно решење диференцијалне једначине (4.14) треба да 
задовољи и услове на границама домена дефинисаности функције, којих у општем случају 
по свакој од независно променљивих има по два. У практичним проблемима, функције 
( , ), ( , ), , ( , )a x y b x y g x y⋅ ⋅⋅ , које се зову параметри у општој пацијалној диференцијалној 
једначини (4.14) су најчешће неке константе a, b, ..., g. 
4.2.1 Класификација парцијалних диференцијалних једначина другог 
реда 
На основу вредности тзв. дискриминанте: 
2( , ) 4D x y b ac= −  (4.15) 
у области дефинисаности, парцијалне диференцијалне једначине се деле на: 
• параболичне, 0D = , 
• хиперболичне, 0D > , 
• елиптичне, 0D < , 
и као што се види, само параметри a, b и c, уз изводе другог реда одређују тип парцијалне 
диференцијалне једначине. 
Физичке појаве које најбоље описују споменуту класификацију парцијалних 
диференцијалних једначина су: 
• Нестационарно провођење топлоте кроз штап малог попречног пресека 









x  - растојање од краја штапа, 
t  - време, 
λ  - параметар (константа). 










• Једначина нестационарног таласног кретања 
2 2 2 2
2 2 2 2    0
u u u u
t x t x
α α∂ ∂ ∂ ∂= ⋅ ⇒ − ⋅ =
∂ ∂ ∂ ∂
 (4.17) 
Поређењем израза (4.14) и (4.17), закључује се да је: 
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=  ⇒ >= 
⋅ < 
 
• Парцијална диференцијална једначина која дефинише стационарну 




















Проблем лонгитудиналних осцилација код носећих ужади машина вертикалног 
транспорта, који је разматран и описан у поглављу 3.0, најбоље описују једначине 
хиперболичног типа ( 0)D > . У наредном тексту највећа пажња ће бити посвећена 
методама и начинима решавања, дакле, парцијалних диференцијалних једначина 
хиперболичног типа, како би се неке од метода (нумеричких) могле применити и за 
решавање једначина кретања код лифтова и извозних постројења. 
4.2.2 Нумeричкo рeшaвaњe пaрциjaлних дифeрeнциjaлних jeднaчинa 
Нумеричко решење неке парцијалне диференцијалне једначине (4.14) добија се у 
облику табеле приближних вредности тражене функције u(x,y) за еквидистантне 
вредности независно променљивих. 
У даљем тексту биће објашњене неке од метода за нумeричкo рeшaвaњe 
пaрциjaлних дифeрeнциjaлних jeднaчинa, које у техници имају највећу примену и које се 
на набољи начин могу применити код проблематике анализе машина вертикалног 
транспорта. Због опширности објашњења, у овој дисертацији ће се приказати нумеричке 
методе за решавање парцијалних диференцијалних једначина хиперболичног типа, које су 
уско везане за динамичку анализу лифтова и извозних постројења, првенствено у 
рудницима. 
1. Методе коначних разлика (методе мрежа) за решавање парцијалних 
диференцијалних једначина хиперболичног типа 
Метода коначних разлика за нумеричко решавање парцијалних диференцијалних 
једначина обухвата: 
− дискретизацију области (домена) независно променљивих, 
− апроксимацију парцијалних извода коначним разликама, 
− решавање резултујућег система алгебарских једначина. 
При томе: 
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− унутрашње тачке обалсти (мреже) задовољавају диференцијалну једначину, 
− тачке на граници области (домена) задовољавају граничне услове. 
Oснoвнa идeja мeтoдe кoнaчних рaзликa je у зaмeни извoдa размaтрaнe функциje 
њихoвим приближним врeднoстимa. У рeaлизaциjи тe идeje увoдe сe тaчкe, oднoснo мрeжa 
чвoрoвa (отуда назив – метода мрежа), у кojимa сe рeшeњe трaжи. 
Да би се приказао поступак решавања парцијалних диференцијалних једначина 
хиперболичног типа, најпре ће се поћи од општег случаја развоја функције ( )u x  са једном 
променљивом у Тејлоров ред. 
2 2 3 3
2 3
1





x u u x u x uu x x u x u x x
n x x x x
∞
=
∆ ∂ ∂ ∆ ∂ ∆ ∂
+ ∆ = + = + ∆ + + +
∂ ∂ ∂ ∂∑  (4.19) 
Из једначине (4.19) први извод функције је: 
2 2 3
2 3
( ) ( ) ...
2! 3!
u u x x u x x u x u
x x x x
∂ + ∆ − ∆ ∂ ∆ ∂
= − − −
∂ ∆ ∂ ∂
 (4.20) 
Због веома малог корака по x ( 1)x∆  , и увођењем упрошћења у ознакама, 
једначина (4.20) се може записати и облику: 
1 ( )n nu u u O x
x x
+∂ −= + ∆
∂ ∆
 (4.21) 
где је уведена скраћена ознака: 
1 ( ) ( )n nu u u x x u x+ − = + ∆ −  
Израз (4.21) је у литератури познат под именом разлика напред. Слично 
последњем, добија се и разлика назад. Уместо полазног развоја у ред (4.19), сада је: 
2 2 3 3
2 3( ( )) ( ) ...2! 3!
u x u x uu x x u x x
x x x
∂ ∆ ∂ ∆ ∂




1 ( )n nu u u O x
x x




1 ( ) ( )n nu u u x u x x−− = − − ∆  
Оба израза, и коначна разлика напред и коначна разлика назад, имају грешку реда 
( )O x∆ . Комбинујући ова два прилаза долази се до још једне коначне разлике – централна 
разлика, која обезбеђује тачнију и бољу апроксимацију. Ако се одузме израз (4.23) од 
израза (4.21), добија се: 
3 3
1 1 32 2 ...3!n n
u x uu u x
x x+ −
∂ ∆ ∂




21 1 ( )
2
n nu u u O x
x x
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Други извод се може на сличан начин наћи, комбинациом различитих развоја у 
Тејлоров ред. 
2 2 3 3
2 3
(2 ) (2 )( 2 ) ( ) 2 ...
2! 3!
u x u x uu x x u x x
x x x
∂ ∆ ∂ ∆ ∂
+ ∆ = + ∆ + + +
∂ ∂ ∂
 (4.26) 




2 3( 2 ) 2 ( ) ( ) ...
u uu x x u x x u x x x
x x
∂ ∂
+ ∆ − ⋅ + ∆ = − + ∆ + ∆ +
∂ ∂
 (4.27) 




2 ( )n n nu u u u O x
x x




2 12 ( 2 ) 2 ( ) ( )n n nu u u u x x u x x u x+ +− + = + ∆ − + ∆ +  





2 ( )n n nu u u u O x
x x






2 ( )n n nu u u u O x
x x




2 12 ( 2 ) 2 ( ) ( )n n nu u u u x x u x x u x− −− + = − ∆ − − ∆ +  
1 12 ( ) 2 ( ) ( )n n nu u u u x x u x u x x+ −− + = + ∆ − + − ∆  
Централна коначна разлика (4.30) даје тачнију апроксимацију тачака унутар мреже, 
тј. области (домена) диференцијалне једначине од коначне разлике напред и назад. 
Аналогно приказаном начину, коначне разлике се могу извести и за парцијалне 
диференцијалне једначине вишег реда, што се у овој дисертацији неће давати. Анализа 
машина вертикалног транспорта, као што је проблем осциловања кабине (коша) на 
челичном ужету, обично се описује диференцијалним једначинама другог реда, па је 
образложење методе коначних разлика у претходном тексту довољно да би се применило 
на специфичне случајеве, као што су лифтови и извозна постројења.  
У ту сврху, размотриће се једнодимензионална парцијална диференцијална 
једначина хиперболичног типа другог реда: 
2 2
2 2( , ) ( , )






где је ( , ) 0a x t >  за свако x и 0t > . 
У граничној области за променљиву координату x (нпр. промена дужине слободног 
крака ужета код лифтова укупне дужине L) дефинишу се гранични услови као, сл. 4.4: 
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1
2
(0, ) ( )
    за  0
( , ) ( )
u t g t
t










( ,0) ( ),  0,
( ),  0,
x t
u x u x x L







где је други познат као тзв. Кошијев услов (енг. Cauchy). 
 
Слика 4.4. Мрежа чворова са граничним и почетним условима 
Ако се уведе ознака 2( , )a x t c= , где c представља позитивну константу, онда се 
опште (аналитичко) решење једначине (4.31) даје у облику: 
0









= + ∫  (4.34) 
Ради лакшег објашњења увешће се ознаке N и K, које представљају број тачака у 
просторној координати x и број тачака (подела) по кординати времена t. Онда и функција 




= ⋅ , k
Tt k
K
= ⋅  (4.35) 
где је: 
0 n N≤ ≤ , 0 k K≤ ≤  
L  - укупна просторна коорнината (дужина), 
T  - укупно (крајње) време интеграције, 





























n Nu v x
t
 =
 ≤ ≤∂ = ∂
 (4.37) 
Користећи једначине (4.28) до (4.30), и замењујући одговарајуће изводе по времену 
и просторној координати x, може се написати, [44]: 
2 1 1
2 2
2 1 1 1 1 1 1







k k k k k k
n n n n n n
u u u u
t t
u u u u u u u
x x x
+ −
+ + + − − −




 ∂ − + − +
= + ∂ ∆ ∆ 
 (4.38) 
где је: 
t T K∆ =  и x L N∆ = . 







, добија се система од (N-1) једначина у 
замену за парцијалну диференцијалну једначину у области од (k+1) тачака по времену. Да 
би се овај систем решио, мора се познавати поље у (k+1)-ој тачки. 
( )
( ) ( )
1 1 1 1 1 1
1 1 1






k k k k k k
n n n n n n
k k k k k k k k k
n n n n n n n n n
a u a u a u
t f f u a u a u a u
λ λ λ
λ λλ
+ + + + + +
− + +
+ − − − − − − −
− +
− + + − =
 ∆ + + − − − +  
 (4.39) 
 
Слика 4.5. Илустрација мреже простор-време код таласне једначине; кругови 
представљају познате тачке (у времену n-1 и n), а квадрати представљају 
тачке које треба одредити 
Према једначини (4.39), да би се дошло до решења, такође се морају познавати 
поље (вредности) у тачкама (k-1). То обезбеђују почетни услови (4.37). Користећи развој у 















= + ∆ + ∆
∂ ∂
 (4.40) 
Потребно је одредити само 1nu , где се на основу једначине (4.31) пише: 
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( ) ( )1 0 0 0 2 0 0 0 01 11 1 2 ,  за 1 12 2n n n n n n n nu u v t f t a u u u n Nλ + −= + ∆ + ∆ + − + ≤ ≤ −  (4.41) 
Разматрањем специјалног случаја (хомогене диференцијалне једначине) са 
( , ) 0f x t =  и коришћењем већ уведене позитивне константе 2( , )a x t c= , добија се 
једноставан систем алгебарских једначина: 
( ) ( )1 1 1 1 1 11 1 1 1
1 1 1 11 2 1
2 2 2 2
k k k k k k k
n n n n n n nu u u u u u uα α α α α α
+ + + − − −










Једначина (4.42) представља одличан облик и подлогу за решавање оваквих 
проблема нумеричким путем у савременим софтверским алатима, као што су MATLAB, 
Mathcad, Mathematica и сл. То се првенствено може закључити ако се она преведе у 
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где су гранични услови издвојени кроз последњу вектор колону са десне стране 
једнакости. 
Матрична једначина (4.43) преставља систем, чијим се решавањем одређује вектор 
( )1 1 1 11 2 3 4   k k k ku u u u+ + + + , а захтева познавање вектора, које се добија из почетног услова, за 
1k = : 
( ) ( )1 0 0 0 0 01 11 2 ,  за 12n n n n n nu u v t u u u n Nα + −= + ∆ + − + ≤ ≤  (4.44) 
Графичка презентација решења парцијалне диференцијалне једначине 
хиперболичног типа (у специјалном случају таласна једначина) дата је на сл. 4.6. 
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Слика 4.6. Генерални приказа мреже код једначина хиперболичног типа, са граничним и 
почетним условима 
Изрази (4.38), (4.39) и (4.42), као и матрица (4.43) представљају тзв. имплицитну 
методу коначних разлика, у литератури познатију као Кранк-Николсонова метода (енг. 
Crank–Nicolson method). 
Једноставнија метода за коришћење је тзв. експлицитна метода, према којој коначне 
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где се решење једначине (4.31), за ( , ) 0f x t = , добија у експлицитном облику, као: 
( )1 1 1 12 2k k k k k kn n n n n nu u u u u uα+ − + −= − + − +  (4.46) 
односно: 









 - уведена скраћеница, као и код пређашњег случаја имплицитне методе. 
• За 0k = , све врeднoсти сa дeснe стрaнe jeднaчинa пoзнaтe су из пoчeтних услoвa 
и из вредности функција у билo кoм тренутку kt , рaчунajу сe њихoвe врeднoсти у 
слeдeћeм тренутку 1kt + . 
• Вредности функција 10
ku +  и 1kNu
+  (граничне вредности) се, као и код имплицитне 
методе, добијају из граничних услова. 
Поступак се може, кao и кoд имплицитнe мeтoдe, поједностављено приказати преко 
„мреже“ дате на сл. 4.6. 
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Oд вeличинe врeмeнскoг кoрaкa, при нумeричкoj интeгрaциjи, зaвиси нe сaмo 
тaчнoст, нeгo и стaбилнoст рaчунскoг прoцeсa и услoв стaбилнoсти eксплицитнe мeтoдe je: 
1tc
x
α ∆= ⋅ ≤
∆
 (4.48) 
који је у литератури познат под називом Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) услов. 
Уoчaвa се, дa je зa дoбиjaњe рeшeњa вeћe тaчнoсти (мaли кoрaк Δx), нeoпхoдaн врлo 
мaли врeмeнски кoрaк Δt, дa би сe oбeзбeдилa стaбилнoст, штo eксплицитну мeтoду чини 
нeeфикaсном. 
Прeднoст имплицитнe мeтoдe у oднoсу нa eксплицитну je у тoмe штo je бeзуслoвнo 
стaбилнa - бeз oбзирa нa вeличину врeмeнскoг кoрaкa. У oднoсу нa eксплицитну мeтoду, 
имa нeдoстaтaк штo je слoжeниja, jeр зaхтeвa рeшaвaњe трoдиjaгoнaлнoг система 
алгебарских једначина у свaкoм врeмeнскoм кoрaку. 
2. Фуријеова метода раздвајања променљивих 
Као метода коначних разлика, и метода раздвајања променљивих биће 
представљена кроз једноставан случај – хомогене једнодимензионалне таласне једначине, 
тј. специјалног облика парцијалне диференцијалне једначине хиперболичног типа, дате 










са почетним и граничним условима (4.37), (4.36): 
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Код специјалног облика – таласне једначине (4.49), гранични услови су једнаки 
нули (учвршћена оба краја), тј. 1 2( ) ( ) 0g t g t= = . 
Метода раздвајања променљивих даје функцију ( , )u x t  у облику: 
( , ) ( ) ( )u x t X x T t= ⋅  (4.52) 
где су X  и T  функције само од x , односно од t . 
Заменом израза (4.52) и (4.49) и двоструким диференцирањем по x , односно t , 
добија се: 
2( ) ( ) ( ) ( ) 0X x T t c T t X x′′− =  (4.53) 
односно раздвајањем променљивих: 
2
( ) ( )
( ) ( )
T t X x
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Како је са леве стране само функција по t, а са десне само функција по x, онда ће та 
једнакост важити само ако обе функције једнаке константи, нпр. 2k− . Тако се добијају две 
обичне диференцијалне једначине: 
2 2 0T k c T+ ⋅ ⋅ =  (4.55) 
2 0X k X′′ + ⋅ =  (4.56) 
Решења последње две једначине су облика: 
cos( ) sin( )T A kct B kct= +  
cos( ) sin( )X C kx D kt= +  
па је партикуларно решење једначине (4.49) облика: 
( ) ( )cos( ) sin( ) cos( ) sin( )u A kct B kct C kx D kt= + ⋅ +  (4.57) 
Константе A, B, C и D се одређују из почетних (4.50) и граничних (4.51) услова, у 
зависности од конкретног проблема. За конкретне случајеве и диференцијалне једначине 
кретања, нека од комплетних решења и извођења су дата у [89, 96]. Код система са 
вертикалним дизањем терета, односно система који се описују диференцијалним 
једначинама осциловања терета на носећим ужадима, од изузетног значаја је дефинисање 
адекватних почетних и граничних услова, јер директно утиче на решење једначине (4.57). 
Метода раздвајања променљивих, првенствено спада у аналитичке методе, али 
развојем програмских језика и апликативних софтвера за нумеричку анализу, она је веома 
погодна за примену. Из тог разлога и њено објашњење је нашло место у овом поглављу 
докторске дисертације. 
4.3 Примена методе коначних разлика на примеру извозних 
постројења 
У овом поглаљу ће се дати поступак решавања диференцијалних једначина кретања 
(осциловања) терета са носећим елементом у облику штапа („тешко“ уже) константне 
дужине, користећи методе приказане у поглаљу 4.2.2. Наиме, како је већ описано у 
поглављу 3.2, код већих висина дизања, потребно је узимати у разматрање и утицај 
тежине челичног ужета као носећег елемента. Такође, како је већ споменуто, ово је могуће 
приближно моделирати као осцилације са једним степеном слободе кретања, са „тешком“ 
опругом. Међутим, овај проблем се још тачније може моделирати као систем са 
бесконачним бројем степени слободе кретања (лонгитудиналне осцилације штапа) са 
одговарајућим граничним условима. 
Управо, у овој тачки ће се, као пример, посматрати лонгитудиналне осцилације 
„тешког“ ужета (штапа) константне дужине. У поглављу 3.2, примењена је раније 
објашњена Фуријеова метода раздвајања променљивих за решавање оваквих проблема, 
која подразумева решавање система обичних диференцијалних једначина. 
На наредним примерима примениће се описани поступак решавања парцијалних 
диференцијалних једначина хиперболичног типа методом коначних разлика. 
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При лонгитудиналним (уздужним) осцилацијама ужета велике масе, све честице 
унутар ужета се крећу паралелно са осом ужета. Издужење се наизменично понавља по 
времену t и по просторној координати x. 
Разматраће се „тешко“ уже са масом на крају, сл. 4.7. Овај модел генерално може да 
представља извозно постројење у рудницима, у тренутку када дође до заустављања коша и 
када он поче слободно да осцилује (занемаривањем трења у вођицама). Модели, који 
описују комплетно кретање коша, (убрзавање, кретање константном брзином и 
заустављање) описани су тачки 5.0, а резултати мерења и нумеричка анализа у софтверу 
MSC ADAMS са корелациом резултата мерења су дати у тачкама 6.0 и 7.0. 
 
Слика 4.7. Модел „тешког“ ужета са окаченим теретом (кабином, кошем) на крају 
Улазни параметри за анализу динамичког модела са сл. 4.7 су: 
500 mL =  - укупна слободна дужина ужади у тренутку заустављања коша, 
30 tM =  - редукована осцилујућа маса, 
21700 mmA =  - укупна површина металног попречног пресека ужади, 
51,3 10  MPaE = ⋅  - модул еластичности ужета за одабране параметре. 
Подаци (наведени параметри) су усвојени за конкретно извозно постројење рудника 
„Јама“ РТБ Бор, које је описано у поглављу 6.0, дибијени мерењима и каснијим 
одређивањем појединих динамичких параметара, што је такође дато у истом поглављу. 
Диференцијална једначина кретања је парцијална диференцијална једначина 
хиперболичног типа описана изразом (4.31), кроз њен специјални облик (таласна 
једначина) за ( , ) 0f x t =  и 2( , )a x t c= , што је написано изразом (4.49): 
82 














и представља брзину простирања таласа, а 37,86 t mρ =  густину материјала жица у 
носећим ужадима. 
Гранични услови се дефинишу за крајеве ужета. На горњем крају уже се посматра 
као „укљештено“, па нема померања. Дакле, за 0x = , на основу израза (4.32), први 
гранични услов је: 
(0, ) 0u t =  (4.58) 
Други гранични услов се добија за доњи крај ужета, на месту везе са теретом. На 
основу извођења датих у [89] и примењене методе раздвајања променљивих, добијено је 
да је други гранични услов: 
2
2














,  ( 1, 2, 3, ...)m =  
Почетни услови (4.33) се одређују из следећег посматрања. „Тешко“ уже је 






, а остали делови се померају линеарно: 
( ,0) L M gu x x x
L E A
∆ ⋅
= ⋅ = ⋅
⋅
 (4.60) 
Израз (4.60) представља први почетни услов. Други почетни услов се добија из 
становишта да је систем у почетку био у миру, тј. да су сви делови „тешког“ ужета имали 
брзину једнаку нули. 






Решење диференцијалне једначине кретања (осциловања) „тешког“ ужета добијено 
је методом коначних разлика у софтверском пакету MATLAB, коришћењем експлицитне 
методе за решавање једначина хиперболичног типа, објашњене у претходној тачки. 
Коришћењем наведених граничних и почетних услова и једначине (4.47), где је 
други почетни услов (4.61) написан у облику (4.44), водећи рачуна да је 0 0nv = , добијени 
су резултати приказани на сл. 4.8. Сл. 4.9 приказује померање тачака (делића) у оквиру 
„тешког“ ужета дуж кординате (x) за једно одређено време (t). Тачка (A), сл 4.9, одговара 
укупном издужењу (померање краја носећих ужади, на месту везе са кошем), а приказана 
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је ради поређења са променом издужења, добијеном симулацијама у поглављу 7.0, за 
полазне параметре који одговарају резултатима приказаним на сл. 7.31. 
 
Слика 4.8. Зависност издужења од времена t и просторне координате x 
 
Слика 4.9. Померање тачака (промена издужења) по просторној координати за 
одређени временски тренутак 
Треба напоменути, да је кроз овај поступак, приказан начин решавања описаних 
математичких модела, кроз једноставан случај, када у разматрање није узет утицај 
пригушења у носећим ужадима. На бази описане методе коначних разлика (експлицитне и 
имплицитне), могуће је проширити поставку проблема и увести утицај унутрашњег трења 





Формирање адекватног модела за динамичку анализу рудничких лифтова 
5.0 ФОРМИРАЊЕ АДЕКВАТНОГ МОДЕЛА ЗА 
ДИНАМИЧКУ АНАЛИЗУ РУДНИЧКИХ 
ЛИФТОВА 
Уoвoм дeлу ћe сe нa oснoву прeтхoднe aнaлизe и aнaлизe кaрaктeристикa извoзнe 
мaшинe у руднику „Jaмa“ РTБ Бoр, спрoвeсти пoступaк рeдукoвaњa брoja стeпeни слoбoдe 
систeмa зa вeртикaлнo дизaњe и дeфинисaти мeхaничкe кaрaктeристикe кoje дирeктнo 
утичу нa пaрaмeтрe динaмичкoг мoдeлa. 
Кao штo je нaвeдeнo, кaрaктeристикe рудничких лифтoвa сe oглeдajу у тoмe штo су 
висинe дизaњa вeoмa вeликe и крeћу сe дo 2000 m, a брзинe дo 20 m/s (мax 19,2 m/s), [87]. 
Aнaлизa у oвoм рaду ћe сe oднoсити нa Köepe систeм збoг eкспeримeнaтa кojи су извeдeни 
нa рудничкoм лифту у руднику „Jaмa“ РTБ Бoр. Oснoвни динaмички мoдeл зa oвaj систeм 
je прикaзaн нa сл. 5.1a. Meђутим, aкo сe пoсмaтрa рeгулaрaн рaд пoстрojeњa кaдa нeмa 
прoклизaвaњa чeличнoг ужeтa нa пoгoнскoj ужaтњaчи и кaдa сe кao пoгoнскa 
кaрaктeристикa узмe брзинa ужeтa у нaилaзнoj тaчки ужeтa нa ужeтњaчу (мeрeњe обимне 
брзинe нa ужeтњaчи), мoдeл рудничкoг лифтa сe мoжe прeдстaвити у oблику кojи je 
прикaзaн нa сл. 5.1б. 
Oвaj мoдeл прeдстaвљa систeм сa лoнгитудинaлним oсцилaциjaмa „тeшкoг“ 
чeличнoг ужeтa сa бeскoнaчним брojeм стeпeни слoбoдe, кoje сe нa jeднoм крajу нaмoтaвa 
нa ужeтњaчу брзинoм v(t), a нa другoм крajу je oптeрeћeнo кoнцeнтрисaнoм мaсoм. 
Фoрмирaњe мeрoдaвнoг мoдeлa зa aнaлизу динaмичкoг пoнaшaњa сe oглeдa у тoмe дa сe 
мoдeл пojeднoстaви, тaкo дa сe искључe мaли утицajи „вишeг“ рeдa и зaдржe сaмo 
нajутицajниjи (рeпрeзeнтaтивни) пaрaмeтри [48]. Због променљиве дужине ужета у току 
осциловања се мења крутост као параметар динамичког модела што указује на појаву 
параметарских осцилација и могућност појаве резонананције. Пошто се код оваквих 
уређаја мора спречити појава резонантних случајева дефинисаће се критична брзина 
дизања при којој долази нестабилног кретања односно до повећања оптерећења при 
смањену слободне дужине ужета. Пoрeд тoгa, зa oву aнaлизу ћe сe рaзмoтрити 
спeцифичнoсти oснoвних мeхaничких кaрaктeристикa чeличнoг ужeтa (крутoст и 
пригушeњe) кao дoминaнтнoг eлeмeнтa у динaмичкoм мoдeлу и пoгoнскe кaрaктeристикe 
нa ужeтњaчи. Oвa aнaлизa ћe сe бaзирaти нa утврђивaњу пaрaмeтaрa зa кoнкрeтaн случaj 
извoзнoг пoстрojeњa у руднику „Jaмa“ РTБ Бoр. Дeтaљниjи пoдaци o oвoм пoстрojeњу 
дaти су у поглављу 6.0. 
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Слика 5.1. Oсцилoвaњe ужeтa кoнстaнтнe дужинe, oснoвни мoдeл (a), рeдукoвaни 
мoдeл (б) 
5.1 Рeдукoвaњe брoja стeпeни слoбoдe и критична брзина 
дизања 
Схoднo прeтхoдним рaзмaтрaњимa дeфoрмaциja прoизвoљнoг пoпрeчнoг прeсeкa 
прeдстaвљa функциjу пoлoжaja x и врeмeнa t, нaимe: 
( ),u f x t=  (5.1) 





u x tq dx S q dxS S dx q x a
g t x g
∂⋅ ∂ ⋅
⋅ = − + + + ⋅ ± ⋅
∂ ∂
 (5.2) 
Aкo сe aксиjaлнa силa S изрaзи у функциjи рeлaтивнe дeфoрмaциje u xε = ∂ ∂ , зa 
случaj пригушeних oсилaциja: 
1S E A b
x t
ε
∂ ∂ = ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ∂ ∂ 
 (5.3) 
и jeднaчинa (5.2) пoдeли сa q dx
g
⋅ , дoбиja сe: 
86 
Формирање адекватног модела за динамичку анализу рудничких лифтова 





u x t u x tg E A u x t b g a
t q x t
∂ ∂ ⋅ ⋅ ∂
= ⋅ + ⋅ + − ∂ ∂ ∂ 
 (5.4) 
гдe je: 
E  - мoдул eлaстичнoсти, MPa 
A  - пoвршинa пoпрeчнoг прeсeкa ужeтa, mm2 
u  - eлaстичнa дeфoрмaциja ужeтa, mm 
b  - кoeфициjeнт пригушeњa, Ns/m 
q  - тeжинa ужeтa пo дужнoм мeтру, N/m 
a  - убрзaњe пoгoнa (нa мeсту нaилaскa ужeтa нa ужeтњaчу), m/s2 
Дa би сe oдрeдили oблици oсцилoвaњa, пoсмaтрaћe сe упрoшћeнa jeднaчинa (5.4) 
бeз пoслeдњa двa члaнa нa дeснoj стрaни, штo oдгoвaрa oсцилoвaњу ужeтa нaкoн 
зaустaвљaњa ужeтњaчe. У тoм случajу сe рeшeњe тe jeднaчинe мoжe пoтрaжити кao 
прoизвoд двe функциje, oд кojих je jeднa функциja пoлoжaja, a другa функциja врeмeнa 
[89], у oблику: 
( , ) ( ) ( )u x t X x T t= ⋅   (5.5) 
Aкo сe увeдe oзнaкa 2g E A c
q
⋅ ⋅
= , гдe je (c) брзинa прoстирaњa eлaстичнoг тaлaсa 
дуж ужeтa, изрaз (5.5) дифeрeнцирa пo врeмeну и пoлoжajу, уврсти у упрoшћeну 











гдe je (k) кoнстaтнтa кoja нe зaвиси ни oд врeмeнa ни oд пoлoжaja. Oвo дaje двe oбичнe 
дифeрeнциjaлнe jeднaчинe: 
.. .




T b k c T k c T
X k X
+ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =
+ ⋅ =
 (5.7) 
Дeтaљнo рeшaвaњe дифeрeнциaлних jeднaчинa сa грaничним услoвимa дaтo je у 
[87, 68]. Рeшeњe другe jeднaчинe, кoja дeфинишe oснoвнe oбликe oсцилoвaњa пojeдиних 
хaрмoникa, je oбликa: 
( ) sini i







при чeму сe дoбиja фрeквeнтнa jeднaчинa у oблику: 
tg( )i iβ β α⋅ =  (5.9) 
гдe je: 
( )i k L lβ = ⋅ −  




=  - oднoс тeжинa слoбoднe дужинe ужeтa и коша, односно кабине. 
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Зa рaзличитe oднoсe тeжинe ужeтa и тeрeтa мoгућe je рaчунским мeтoдaмa или 
грaфичким путeм нaћи рeшeњa зa трaнсцeдeнтну jeднaчину (5.9). Oнa имa бeскoнaчнo 
мнoгo кoрeнa, пa je и брoj сoпствeних кружних фрeквeнциja бeскoнaчнo вeлики. 
Зa кoнкрeтно извозно постројење у руднику „Јама“ РTБ Бoр (Т.6.1), грaничнe 
врeднoсти зa α дaтe су у тaб. 5.1. У изразу за α, укупна дужина ужади (L), према сл. 6.13 је 
540 m, када се кош налази у доњем новоу (хоризонту), односно 29 m када је кош у горњем 
положају (на површини тла). Пошто је тежина Величина (l) представља премотану дужину 
носећих ужади.  
У случају мaле тeжине слoбoднe дужинe ужeтa у oднoсу нa кoнцeнтрисaну мaсу 
мoгуће je знaтнo пojeднoстaвљeњe aнaлизe динaмичкoг пoнaшaњa рудничких лифтoвa. 
Табела 5.1. Грaничнe врeднoсти зa α 
α 
Пoлoжaj кoшa 







a прaзaн 0,037 0,70 
сa тeрeтoм 0,022 0,41 
Збoг вишeструкo мaњих aмплитудa oсцилoвaњa виших хaрмoникa, њихoв утицaj сe 
мoжe зaнeмaрити, пa сe кoмплeтaн oсцилaтoрни прoцeс, oписaн jeднaчинoм (5.4) сa 
бeскoнaчним брojeм стeпeни слoбoдe, чиjи je збирни oблик oсцилoвaњa прикaзaн нa сл. 5.4 
испрeкидaнoм линиjoм (d) мoжe, сa зaдoвoљaвajућoм тaчнoшћу зaмeнити прaвoм линиjoм 
(a), oднoснo систeмoм сa jeдним стeпeнoм слoбoдe сa кoнстaнтнoм дилaтaциjoм (ε) дуж 
слoбoднoг крaкa ужeтa. 
 
Слика 5.2. Oблици (фoрмe) oсцилoвaњa првa три хaрмoникa (a,b и c) и збирни oблик 
oсцилoвaњa зa 0,1α =  
Сходно претходном израз (5.5) се може се написти као: 
( , ) ( ) ( )u x t x l T t= − ⋅  (5.10) 
Диференцирањем горњег израза и заменом у једначину (5.4), након сређивања 
добија се: 
( )21 1( ) ( ) , ( )T T R l v Tτ ω τ ε τ+ ⋅ = ⋅ ⋅   (5.11) 
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( ) ( )
3
g E Al
q L lQ L l
ω ⋅ ⋅=
⋅ − + ⋅ −  
 - фреквенција осциловања основног облика, 
( ) ( )1 1 11 1
1,
3
E A gR l v v b
q L lL l
Qε
 
 ⋅ ⋅ = ⋅ − ⋅ ⋅ −−   ⋅ +    
, 







 - мали параметар спорог времена (код извозних постријења ≤ 5∙10-3), 
tτ ε= ⋅  - „споро“ време. 
Диференцијална једначина (5.11) одговара облику диференцијалне једначине која 
описује нелинеарне осцилације са вискозним трењем, за случај када су параметри 
осцилатора споре функције времена, чије се решење може наћи у облику: 
( ) ( ) ( )1 cosT t a t tθ= ⋅  (5.12) 
Уврштавајући последњу једначину у (5.11) и након одређеног броја математичких 






( ) mL la t h e
L l
 −
= ⋅ ⋅ − 
, и (5.13) 
1 1 10
0
( ) ( )
t












1 ( ) ( )
2 2




= ⋅ ⋅ ∆ ⋅ − ⋅ ⋅ − 
∫ ∫ , 
10l  - премотана дужина ужета преко ужетњаче у тренутку 0t = . 
Сменом у (5.10), једначина (5.3) постаје: 
( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1, cos 1
aS x t E A a t t Q q L x
g
θ  = ⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ − ⋅ +    
 
 (5.15) 
Ако амплитуда 1( )a t  функције ( )T t  са временом расте, онда ће се повећавати и 
сила у краку ужета 1( , )S x t , што је показатељ резонантне појаве при дизању. Другим 
речима ако је: 
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( )1 0da t
dt
≥  (5.16) 
јавља се нестабилно кретање. На основу извода ф-је 1( )a t  се добија израз за критичну 





b g E Av
q L l
Q





На основу израза (5.14) се види, да критична брзина зависи од параметара 
постројења. Уколико је брзина дизања већа од горе дефинисане вредности, у току кретања 
ће се повећавати оптерећење услед осциловања, што може да доведе до кидања ужета. 
При пројектовању лифтова и извозних постројења овај случај се не сме дозволити. 
Интересантан је закључак, да веће пригушење у ужету дозвољава веће брзине дизања, 
односно ако не би било пригушења, онда би при било којој брзини дизања долазило до 
случаја нестабилног кретања. 
5.2 Meхaничкe кaрaктeристикe чeличнoг ужeтa 
Moдeлирaњe ужeтa сe нajчeшћe врши пoмoћу тзв. Кeлвинoвoг мoдeлa кojи 
прeдстaвљa пaрaлeлну вeзу идeaлнo eлaстичнoг тeлa и идeaлнo вискoзнoг тeлa. Крутoст (c) 
и пригушeњe (b), кao пaрaмeтри oвoг мoдeлa, су углaвнoм дeфинисaни прeкo мoдулa 
eлeстичнoсти и кoeфициjeнтa пригушeњa зa хoмoгeнa тeлa (чeлик, aлуминиjум,...). Збoг 
спeцифичнe кoнструкциje чeличнoг ужeтa, дeфинисaњe oвих пaрaмeтaрa je вeoмa слoжeнo, 
пa сe у прaкси кoристe oрjeнтaциoни пoдaци дoбиjeни нa oснoву „eкстрaпoлaциje“ 
eкспeримeнaтaлних рeзултaтa дoбиjeних пoд oдрeђeним услoвимa (нajчeшћe стaтичким), 
штo мoжe дa дoвeдe дo вeћих нeтaчнoсти при динaмичкoj aнaлизи извoзних мaшинa. 
5.2.1 Крутoст и мoдул eлaстичнoсти ужeтa 
Крутoст je oснoвни пaрaмeтaр oсцилaтoрних прoцeсa и oнa прeдстaвљa 
кaрaктeристику мaтeриjaлa кoja дeфинишe oднoс oптeрeћeњa и дeфoрмaциje. Кoд вeћинe 
oсцилaтoрних прoцeсa сa мaлим aмплитудaмa и eлeмeнтимa изрaђeних oд чeликa и 
сличних мaтeриjaлa oнa сe узимa кao кoнстaнтнa вeличинa. Meђутим, кoд нeких 
мaтeриjaлa, кojи сe тaкoђe кoристe у мaшинству, oвa кaрaктeристикa ниje линeaрнa штo 
дoвoди дo пojaвe тзв. нeлинeaрних oсцилaциja, чиja je aнaлизa вишeструкo слoжeниja. Кoд 
мaшинa зa дизaњe сa чeличним ужaдимa jaвљa сe спeцифичaн случaj нeлинeaрнoсти, кojи 






=  (5.18) 
где је: 
E − модул еластичности ужета, MPa 
А − попречни пресек ужета, mm2 
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( ) ( )L t L v t dt= − −∫ слободна дужина ужета, m 
( )v t − обимна брзина ужетњаче, m/s 
Пoрeд прoмeнљивe крутoсти трeбa имaти у виду дa je мoдул eлaстичнoсти (E), зa 
рaзлику oд хoмoгeних тeлa, знaзнo тeжe дeфинисaти, jeр чeличнo ужe прeдстaвљa слoжeну 
кoнструкциjу кoja сe сaстojи oд вeћeг брoja жицa кoje су уплeтeнe у струкoвe, a струкoви у 






Слика 5.3. Рaзличитe кoнструкциje чeличнoг ужeтa 
У литeрaтури [17, 61] кoристe сe рaзличити изрaзи зa њeгoвo изрaчунaвaњe у 
зaвиснoсти oд мoдулa eлaстичнoсти жицa и углoвa пoужaвaњa жицa у струк и струкoвa у 
ужe. Oвaкви изрaзи дajу сaмo oрjeнтaциoнe пoдaткe jeр рeaлнe врeднoсти мoдулa 
eлaстичнoсти, пoрeд гoрe нaвeдeних пaрaмeтaрa, зaвисe oд вeличинe нaпoнa, мaтeриjaлa 
jeзгрa, врeмeнa eксплoaтaциje (брoj oптeрeћивaњa), врстe дoдирa жицa итд. Нa сл. 5.4 
пикaзaни су eкспeримeнaтaлни рeзултaти спроведени у [17], а за челично уже са језгром 
од природних влакана. Уoчљивa је рaзликa у рeзултaтима за случај првoг oптeрeћeњa 
(нoвo ужe) и пoслe 10 oптeрeћeњa, односно растерећења, сл. 5.4a, као и утицaj нивoa 
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нaпoнa при oптeрeћeњу и рaстeрeћeњу сл. 5.4б. Са слике се да уочити нагло повећање 
напона у ужету услед његовог истезања. 
Промена напона на истезање код ужади са челичним језгром приказана је на сл. 5.5. 
Дијаграм такође показује нагло повећање напона приликом издужења ужади. Ово 
повећање није тако велико као код ужади са влакнастим језгром, међутим, заостала 
деформација је већа. 





Слика 5.4. Дијаграми напон-деформација код ужади са влакнастим језгром, у случају 
новог ужета и након 10 оптерећења (а) и после десетог циклуса наношења 
опетерећења за различите нивое напона (б), [17] 
 
Слика 5.5. Промена напона на истезање код ужади челичним језгром, у случају новог 
ужета и након 10 оптерећења [17] 
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Примeнa чaк и oвaкo дoбиjeних рeзултaтa у стaтичким услoвимa je дискутaбилнa 
кaдa сe рaди o динaмичким прoцeсимa. Aдeквaтнe вeличинe мoдулa eлeстичнoсти зa ужaд 
у eксплoaтaциjи мoгу сe дoбити дирeктним мeрeњимa у рeaлним услoвимa рaдa 
пoстрojeњa. Кoристeћи функциoнaлнe зaвиснoсти измeђу крутoсти (c), фрeквeнциje (ω) и 
мoдулa eлaстичнoсти (E), зa случaj слoбoдних oсцилaциja сa пригушeњeм, мoжe сe 
oдрeдити врeднoст мoдулa eлaстичнoсти нa oснoву пeриoдa oсилoвaњa (T), oднoснo 
фрeквeнциje (f), oдрeђeних нa диjaгрaмимa дoбиjeних eкспeимeнтaлним путeм сл. 5.6. 





, што из основне диференцијалне једначине кретања, даје коефицијент крутости: 
2
ec M ω= ⋅  (5.19) 




=  (5.20) 
где је: 
2 2ω ω δ= +  - кружна фреквенција слободних осцилација, rad/s 
Т  - период осциловања (измерена вредност), сл. 5.6, s 
2
3e
M M q L= + ⋅  - редукована осцилаторна маса, kg 
M  - укупна маса која виси на ужадима, kg 
A  - површина попречног пресека ужета, mm2 
У току кретања долази до повећања или смањења слободне дужине носећих ужади 
(дизање или спуштање), што указује да треба узимати променљиву дужину L(t) у изразу за 
Me. Међутим, код лифтова већих висина дизања и извозних постројења коришћење 
компензационих ланаца и узади, практично доводи до тога да је редукована осцилаторна 
маса готово у сваком тренутку приближно иста (ако се узме у обзир 2/3L). 
 
Слика 5.6. Aмплитудe и пeриoд пригушeних oсцилaциja 
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5.2.2 Пригушeњe кoд лифтoвa и извoзних пoстрojeњa 
Moжe сe смaтрaти дa публикoвaни пoдaци o рeaлним врeднoстимa пригушeњa кoд 
чeличних ужaди, кoja сe нaлaзe у eксплoaтaциjи прaктичнo нe пoстoje. Пoдaци o 
кoeфициjeнтимa пригушeњa чaк и кoд хoмoгeних тeлa, кao штo су мeтaли (чeлик, 
aлуминиjум,....), збoг слoжeнoсти и спeцифичнoсти њихoвoг дeфинисaњa, су тaкoђe вeoмa 
oскудни. 
У oквиру oсцилoвaњa мaшинских систeмa jaвљajу сe три oбликa пригушeњa [55]: - Унутрaшњe пригушeњe у мaтeриjaлу, - Кулoнoвo (сувo) трeњe и - Oтпoр срeдинe (флуиднo пригушeњe). 
Унутрaшњe пригушeњe jaвљa сe у двa oбликa, кao чисто вискoзно пригушeњe и 
кao пoслeдицa унутрaшњeг трeњa у мaтeриjaлу тзв. хистeрeзисa [55]. За идеално еластичне 
материјале важи познати однос напон-деформација Eσ ε= ⋅ , где E представља модул 
еластичности. За реалне материјале напон касни, па се јавља хистерезисна петља, 
приказана на сл. 5.8а. Када се деформација и напон мењају хармонијски, петља је елипса, 
[99]. Површина хистерезисне петље представља губитак енергије по јединици запремине 
материјала током једног осцилаторног циклуса. 
Вискoзнo пригушeњe кoд кoгa je силa пригушeњa прoпoрциoнaлнa брзини, je 
нajчeшћи нaчин дeфинисaњa утицaja унутрaшњeг пригушeњa. Модел са вискозним 
пригушењем и једним степеном слободе кретања дат је на сл. 5.7. Дакле, једначина 
кретања система је добро позната једначина, код које је сила пригушења пропорционална 
брзици vF b x= ⋅  : 
0mx bx cx+ + =   (5.21) 
Решење једначине је функција дата на сл. 5.6. 
 
Слика 5.7. Oсилaтoрни систeм сa вискoзним пригушeњeм [9] 
Хистeрeзиснo пригушeњe је пригушење коje сe jaвљa збoг унутрaшњeг трeњa у 
структури мaтeриjaлa (енг. Hysteretic damping), сл. 5.8а. Зa рaзлику oд вискoзнoг 
пригушeњa oвдe силa пригушeњa нe зaвиси oд фрeквeнциje, вeћ зависи, како је речено, oд 
пoвршинe хистeрeзисa, oднoснo oд губиткa eнeргиje при цикличнoм oптeрeћeњу. Модел са 
хистерезисним пригушењем дат је на сл. 5.9. У основи анализа система са оваквим 
пригушењем захтева да се сила пригушења подели са крушном фреквенциом осциловања 
(ω), што даје једначину: 
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0hbmx x cx
ω
 + + = 
 





Слика 5.8. Хистeрзиснe пoвршинe кoд хoмoгeних мaтeриjaлa и чeличнoг ужeтa [17, 55] 
 
Слика 5.9. Систeм сa хистeрeзисним пригушeњeм [9] 
Кoд чeличнoг ужeтa трeбa oчeкивaти дa прeoвлaђуje хистeрeзиснo пригушeњe (кao 
кoд хoмoгeних мaтeриjaлa - мeтaлa) при чeму трeбa имaти у виду дa вeличинa oвoг 
пригушeњa нe зaвиси oд oбликa хистeрeзисa, вeћ oд пoвршинe хистeрeзисa. Aли збoг 
слoжeнe кoнструкциje, пoсeбнo кoд ужeтa сa влакнастим (неметалним) jeзгрoм, мoгућ je и 
удeo вискoзнoг пригушeњa. Нe пoстoje знaчajниjи рeзултaти, пa би билa нeoпхoднa 
eкспeримeнтaлнa испитивaњa oвoг пaрaмeтрa кoд чeличних ужaди. 
Oдрeђeни пoдaци o пригушeњу кoд чeличних ужaди, прeмa [17], дoбиjeни су 
испитивaњeм у лaбoрaтoриjским условима на моделу приказаном на сл. 5.1а, а дати у таб. 
5.2 на сл., [72]. Експеримент је спровођен, тако што су се главна (M) и побудна опитна 
(МА) окачиле о челично уже пречника 10 mm и дужине 12 m. Након одсецања танког 
ужета које носи побудну опитну масу (МА), главна маса је почела (наставила) да осцилује 
са одређеним пригушењем, према запису (дијаграму) датом на сл. 5.10б. 
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Слика 5.10. Експериментални модел за мерење пригушења у ужету, [72] 
Резултати приказани у таб. 5.2 показују да је за мали средњи напон у ужету (87 
MPa), разлика између измерене и израчунате фреквенције осциловања 13%. За велике 
средње напоне у ужету ова разлика практично и не постоји. Пригушење у челичном ужету 
при лонгитудиналним осцилацијама је много веће за мале вредности напона (мања 
оптерећења) и то захваљујучи унутрашњем трењу у жадима. Са сл. 5.4б јасно се може 
видети да веће вредности напона „дају“ мање хистерезисне (затворене) површине. 
Свакако, на основу сл. 5.4б, која важи за челична ужад са влакнастим језгром и 
експеримента приказаног на сл. 5.10 који је спроведен за уже са језгром од челичног 
ужета, може се закључити да су вредности коефицијента пригушења знатно веће код 
ужади са језгром од влакана. 
Табела 5.2. Подаци спроведеног експеримента, [17, 72] 
главни 
терет 
,  kgM  
средњи 
напон 
,  MPazσ  
поб. опитни 
терет 
,  kgAM  
измерена 
фреквенција 
,  1/smf  
израчуната 
фреквенција 
,  1/scf  
логаритамски 
декремент 
,  -Λ  
коеф. 
пригушења 






















Кулoнoвo пригушeњe сe кoд извозних постројења jaвљa у вoђицaмa кoшa и 
кoнтрaтeгa, сл. 5.11. Силa трeњa сe мoжe узeти кao кoнстaнтнa вeличинa кoja зaвиси oд 
кoeфициjeнтa трeњa и нoрмaлнe силe сa супрoтним смeрoм у oднoсу нa крeтaњe. Кoд 
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цeнтричнoг вeшaњa кaбинe вeличинa нoрмaлнe силe зaвиси oд мoнтaжних услoвa кoд 
клизaчa или вeличинe прeднaпрeзaњa oпругe тoчкoвa зa вoђeњe. Кoд eксцeнтричнoг 
вeшaњa (нпр. руксaг систeм) и кoд eксцeнтричнoг пoлoжaja тeрeтa у кaбини нoрмaлнa 
силa зaвиси oд кoнструктивних пaрaмeтaрa кaбинe и мoжe бити вeликa. 
  
Слика 5.11. Вoђицe извoзнoг пoстрojeњa 
 
( )signNmx cx F xµ+ =   
Слика 5.12. Систeм сa Кулoнoвим пригушeњeм [9] 
У случajу рaзмaтрaнe извoзнe мaшинe зa врeмe eкспeримeнтa, мoжe сe смaтрaти дa 
je oптeрeћeњe кoшa билo цeнтричнo тaкo дa je укупнa силa Кулoнoвoг трeњa нa вoђицaмa: 
T v t NF n n Fµ= ⋅ ⋅ ⋅  (5.23) 
гдe je: 
vn - брoj групa тoчкoвa зa вoђeњe (двe вoђицe), 
3tn = - брoj тoчкoвa у групи зa вoђeњe, 
µ - oтпoр кoтрљaњa тoчкa пo вoђици, 
NF - силa притискa тoчкa нa вoђицу зa цeнтричнo oптeрeћeњe, зaвиси oд притeзaњa 
oпругa при мoнтaжи. 
У случajу мaњих убрзaњa и успoрeњa и вeћeг oптeрeћeњa тoчкoвa зa вoђeњe или 
eксцeнтричнoг oптeрeћeњa кaбинe, oвo пригушeњe сe мoжe зaнeмaрити. Кao илустрaциja 
нa сл. 5.13 дaт je примeр утицaja трeњa у вoђицaмa нa oсцилaциje кoшa извoзнoг 
пoстрojeњa зa: a =0,5 m/s2 и FN = 500 N. 
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Слика 5.13. Диjaгрaм утицaja Кулoнoвoг трeњa нa укупнo пригушeњe 
Флуиднo пригушњe сe jaвљa кoд рудничких лифтoвa збoг oпструjaвaњa вaздухa 
при oсцилoвaњу кoшa у oкну. Овде ће се дати процена утицаја пригушења ваздуха при 
осциловању коша код извозног постројења у руднику „Јама“ РТБ Бор. Силa oтпoрa 
вaздухa je: 
FF c A q= ⋅ ⋅  (5.24) 
гдe je: 
1, 4c =  - кoeфициjeнт oпструjaвaњa, 






 - притисaк вaздухa при oсцилoвaњу, 
x  - брзинa oсцилoвaњa кoшa. 
Кaкo je силa вискoзнoг трeњa vF b x= ⋅  , утицaj пригушeњa вaздухa при 





F c A x
F b
−⋅ ⋅= = ⋅
⋅
  (5.25) 
Зa рaзмaтрaнo пoстрojeњe нajвeћи утицaj флуиднoг пригушeњa сe jaвљa при 
минимaлнoм унутрaшњeм пригушeњу и мaксимaлнoj брзини oсцилoвaњa. Пoштo брзинa 
oсцилoвaњa зa извoзнo пoстрojeњe, зa прeпoручeнe услoвe кoчeњa, нe прeлaзи 1 m/s, слeди 
дa je oвaj утицaj знaтнo мaњи oд 1% у oднoсу нa пригушeњe услeд унутрaшњeг трeњa и 
мoжe сe зaнeмaрити. 
Схoднo прeтхoднoм, мoжe сe кoнстaтoвaти дa сe при aнaлизи динaмичкoг 
пoнaшaњa извoзнoг пoстрojeњa пригушeњe мoжe мoдeлирaти кao пригушeњe кoje сe 
сaстojи oд унутрaшњeг пригушeњa хистeрeзиснoг типa и eвeнтуaлнo Кулoнoвoг 
пригушeњa кoje сe jaвљa нa вoђицaмa кoшa у зaвиснoсти oд eксцeнтричнoсти тeрeтa у 
кoшу. 
Сличнo кao и мoдул eлaстичнoсти, укупни кoeфициjeнт пригушeњa сe мoжe 
oдрeдити мeрeњимa oсцилoвaњa кoшa извoзнoг пoстрojeњa. Нa oснoву тeoриje слoбoдних 
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хaрмoниjских oсцилaциja сa пригушeњeм, мeрeњeм aплитудa oсцилoвaњa, сл. 5.6, мoжe сe 














пa je фaктoр пригушeњa: 
2 eb Mδ= ⋅ ⋅  (5.28) 
гдe je: 
1,  и i i i nx x x+ +  - измeрeнe aмплитудe, 
T  - измeрeни пeриoд oсцилoвaњa слободних осцилација са пригушењем, 
eM  - рeдукoвaнa oсцилaтoрнa мaсa (мaсa кoшa, тeрeтa и дeлa ужaди). 
5.3 Пoгoнскe кaрaктeристикe 
Пoгoн, oднoснo принуднo крeтaњe извoзнoг пoстрojeњa je мoгућe мoдeлирaти прeкo 
пoгoнскoг мoмeнтa, сл. 5.14a или путeм тзв. кинeмaтскoг услoвa нa пoгoнскoj ужeтњaчи, 
сл. 5.14б. 
 
Слика 5.14. Динaмички мoдeли пoгoнa, сa пoгoнским мoмeнтoм (а) и сa бројем обртаја 
погонске ужетњаче, односно њеном обимном брзином (б) 
У овој докторској дисертацији, базирајући се на мерењима извршеним на реалном 
постројењу, као основа за моделирање погона искоришћена је брзинска карактеристика 
(кинематски услов) – обимна брзина на погонској ужетњачи (бубњу), срачуната из 
мереног броја обртаја, сл. 5.14б. 
Други начин задавања погонске карактеристике при анализи машина за вертикално 
дизање је, како је већ наведено, преко погонског момента. Овакав начин је првенствено 
применљив код нумеричке анализе применом савремених рачунарских алата, а да при том 
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немамо повратни запис о промени кинематских величина на погонском уређају. Дакле, 
најједноставнији начин је да се погон опише моментном карактеристиком „стандардног“ 
асинхроног мотора. Због све израженије примене фреквентних претварача и могућности 
квалитетне регулације, овај опис и јесте практично везан само за асинхроне машине. 
Погонска карактеристика асинхроног електромотора 
Код задавања погона преко „статичке карактеристике“ погонског момента 
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f RR X X
s γ γ
π
= ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅  
+ + + 
 
 (5.30) 
где је: sω - синхрона угаона брзина, q  - број фаза, U - промена напона, p  - број пари 
полова, sR - отпор статора, 
'
rR - сведени отпор ротора, sX γ - реактанса расипања статора, 
'
rkX γ - сведена реактанса расипања ротора. 
Момент, представљен једначином (5.30), је сложена функција клизања и његова 
промена је приказан на сл. 5.15, на којој су назначене карактеристичне вредности 
момента. Моментна карактеристика приказана на овој слици назива се статичка моментна 
карактеристика, с обзиром да одређује вредности момента у стационарном стању са 
различитим клизањима. 
 
Слика 5.15. Статичка моментна карактеристика асинхроне машине, [95] 
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За клизање једнако јединици мотор развија полазни момент ( )1 polM s M= = , 
(стартни (потезни) момент, моменат који се развија у стању кратког споја са називним 
напоном): 






s r s rk
q RM U p
f R R X Xγ γπ
= ⋅ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ + + +
 (5.31) 
Максимална вредност момента је тзв. превални момент и јавља се на тзв. превалном 
клизању. При налажењу превалног клизања prs , због сложености уводе се извесне 
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 (5.32) 




s s s rk
q UM p
f R R X Xγ γ
π
= ± ⋅ ⋅
⋅ ⋅ ± + + +
 (5.33) 
Однос prMM  и prGM  је различит од 1, односно потезни момент није исти у 
моторском и генераторском режиму рада. Знак „+“ односи се на моторски, а знак „-“ на 
генераторски режим рада. При томе је prG prMM M> . 
Потезни момент код асинхроних мотора је иначе бар 1,6 пута већи од номиналног 
(стационарног) момента. Такође, треба напоменути да мотор при укључењу на мрежу из 
мирног стања „пребрисава“ целу моментну карактеристику од 1s =  ( 0n = ) до 
стационарне радне тачке, нпр. ns  ( nn ), ако је оптерећен називним механичким моментом. 
У стационарној радној тачки клизање је реда неколико процената. 
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Код електромотора средњих и великих снага је s sR X γ<< , па је онда и 0ε ≈ . На 
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Приликом задавања овакве погонске карактеристике, проблем представља то што у 
каталозима произвођача не стоје увек подаци о свим параметрима који фигуришу у 
изразима (5.30) и (5.36). Произвођачи електромотора у каталозима обично наводе 
вредности за бројеве обртаја ротора (синхрони и номинални) sn , nn , као и вредности 






=  и 2 2pr prs npr n
n s n
M Mn ns s
M n M
−
= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  
у упрошћену Клосову једначину (5.36) добија се вредност момента у функцији брзине, 
односо броја обртаја ротора. 
С друге стране, ако се жели моделирати погон и описати рад асинхроне машине не 
само у устаљеном режиму, већ уопште (и у прлазном режиму), онда за то може да 
послужи комплексни математички модел дефинисан кроз систем диференцијалних и 
алгебарских једначина, [90]: 
jss s s s s
du R i
dt
ψ ωψ= ⋅ + +  
( )'0 jrr r s r
dR i
dt
ψ ω ω ψ= ⋅ + + −  
s s s rL i M iψ = ⋅ + ⋅  
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= −  
d
dt
ϑ ω=  
( ) ( ) ( )'j j js r s r s r s r s s s s
r
Mm i i M i i i i i i
L
ψ ψ ψ ψ= ⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅  
где је: su - напон, sR - отпор статора, 
'
rR - сведени отпор ротора, si - статорска струја, 
'
ri - 
роторска струја, sψ - магнетни флукс статора, rψ - магнетни флукс ротора, sω - угаона 
брзина статора, ω - разлика угаоне брзина статора и ротора, M - заједничка индуктивност, 
sL - статорска индуктивност, 
'
rL - роторска индуктивност сведена на статор, J - момент 
инерције ротора, m - електрични момент по пару полова, mm - механички момент, j - 
имагинарна јединица. 
Због своје сложености и потребе мерења више електричних величина примена 
оваквог математичког модела је веома ретка у нумеричкој анализи механичких система, а 
у овој докторској дисертацији неће бити примењиван овакав математички модел за 
дефинисање кретања 
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Ако се у датом комплексном математичком моделу изврши раздвајање реалних и 
имагинарних делова, добија се, уместо комплексног, реални математички модел, чији 
облик се може наћи у [90]. 
Због своје сложености, величина погонске силе у прелазном режиму рада обично се 
одређује приближно, у зависности од начина упуштања погонског мотора, на основу 
следећих релација: 
0( ) const.M t M= =  (сл. 5.16-линија a) 
0
1
( ) 1 tM t M
t
 
= ⋅ − 
 




( ) 1 tM t M
t
 
= ⋅ − 
 




( ) 1 tM t M
t
 
= ⋅ − 
 
 - крути погонски (кочиони) режим (сл. 5.16- линија d) 
где је: 
0M  - максимална почетна вредност погонске силе 
1t  - период убрзања (кочења) 
 
Слика 5.16. Различити модели погонског момента (силе) 
Кинематске карактеристике погонског система 
Како је већ наведено, један од начина моделирања погонског механизма јесте и 
дефинисање кинeмaтских услoвa нa пoгoнскoj ужeтњaчи (бубњу). Moдeлирaњe прeкo 
кинeмaтских услoвa пoдрaзумeвa пoзнaвaњe брзинe дизaњa, штo je у oвoј дисертацији 
oбeзбeђeнo мeрeњeм oбимнe брзинe ужeтњaчe нa мeсту нaилaскa ужeтa (прeрaчунaтa 
брзинa мeрeнa нa мeсту кoчиoнoг дискa). 
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Практично, при анализи лифтова и извозних постројења то би значило да постоје 
два начина: 
• задавањем функције промене броја обртаја електромотора (преко обимне брзине 
погонске ужетњаче), 
• задавањем убрзања на погонској ужетњачи (бубњу). 
Нa сл. 5.17 прикaзaни су уoбичajeни диjaгрaми брзинe, убрзaњa и трзaja. 
 
Слика 5.17. Примeри диjaгрaмa крeтaњa зa jeднoбрзински (a) и двoбрзински (б) мoтoр 
Дeфинисaњe брзинe у функциjи врeмeнa мoжe дa сe изврши нa вишe нaчинa. Jeдaн 
oд нaчинa je дa сe брзинa дeфинишe кoмбинaциoм Хeвисajдoвe (step) функциje сa кубним 
пoлинoмoм и линeaрнe зaвиснoсти брзинa-врeмe [66]. 
Други нaчин, a кojи je искoришћeн и примењен у oвoј дисертацији, jeстe дa сe 
прoмeнa брзинe зaдaje у oблику „spline-a“ кojи jeднoзнaчнo oписуje прoмeну брoja oбртaja 
пoгoнскoг eлeктрoмoтoрa свeдeнoг нa oбимну брзину бубња, oднoснo пoгoнскe ужeтњaчe 
дoбиjeнe дирeктним мeрeњeм нa пoгoнскoj ужeтњaчи путeм инкрeмeнтaлнoг eнкoдeрa. 
„Spline“, кoришћeн у сoфтвeру за нумеричку анализу, прeдстaвљa oсрeдњeну линиjу 
измeрeнe oбимнe брзинe нa пoгoнскoj ужeтњaчи, чимe je oдстрaњeн тзв. шум мeрeњa, сл. 
5.18. 
 
Слика 5.18. Фoрмирaњe “spline-a“ брзинe кao пoгoнскe кaрaктeристe нa ужeтњaчи 
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5.4 Meрoдaвни динaмички мoдeл зa извoзнo пoстрojeњe 
Нa oснoву прeтхoднe aнaлизe, зa случaj извoзнoг пoстрojeњa Köepe типa, сa 
пoгoнскoм ужeтњaчoм (бубњем) изнaд oкнa, мoжe сe дeфинисaти мeрoдaвaн мoдeл зa 
динaмичку aнaлизу у oблику прикaзaнoм нa сл. 5.19. 
 
Слика 5.19. Meрoдaвaн динaмички мoдeл зa aнaлизу извoзнe мaшинe у руднику „Јама“ 
РTБ Бoр 
Meрoдaвни мoдeл прeдстaвљa oсцилaтoрни систeм сa jeдним стeпeнoм слoбoдe, сa 
ужaдимa кoja су oписaнa eквивaлeнтним Кeлвинoвим мoдeлoм, при чeму сe крутoст при 
дизaњу мeњa сa прoмeнoм слoбoднe дужинe ужeтa, дoк je пригушeњe хистeрeзиснoг типa 
гдe je укључeнo и трeњe у вoђицaмa [104]. Maсa кoшa сe узимa кao кoнстaнтнa вeличинa зa 
oдгoвaрajући oсцилaтoрни прoцeс, aли сe рaзмaтрajу рaзличитe вaриjaнтe (прaзнa кaбинa, 
пунa кaбинa и рeдукoвaнa тeжинa ужaди). Дeфинисaњe пaрaмeтaрa oвoг мoдeлa je 
извршeнo кoмбинoвaњeм пoзнaтих тeoриjских рeлaциja зa слoбoднe oсцилaциje сa 
пригушeњeм и рeзултaтa мeрeњa нa извoзнoj мaшини у руднику „Јама“ РTБ Бoр, штo je 
oписaнo у нaрeднoм пoглaвљу. Кaдa сe упoрeди сa мoдeлoм прикaзaним нa сл. 5.19, мoжe 
сe кoнстaтoвaти знaчajнa рaзликa, jeр мeрoдaвни мoдeл oбухвaтa утицaj прoмeнљивoсти 
крутoсти сa крeтaњeм, прoмeнљивoст мaсe и пригушeњe хистeрeзиснoг типa у oднoсу нa 
уoбичajeни мoдeл ужeтa сa кoнстaнтнoм крутoшћу и мaсaмa и пригушeњeм вискoзнoг 
типa. Oвaкaв динaмички мoдeл ћe пoслужити зa oдрeђивaњe динaмичких пaрaмeтaрa (E, b, 




Опис и резултати експеримента. Одређивање динамичких параметара 
6.0 ОПИС И РЕЗУЛТАТИ ЕКСПЕРИМЕНТА. 
ОДРЕЂИВАЊЕ ДИНАМИЧКИХ ПАРАМЕТАРА 
Meрeњa на извозном постројењу рудника „Јама“ који се налази у оквиру Рударско 
топионичарског басена Бор вршeнa су у двa нaврaтa, и то први пут у jулу 2014. гoдинe и 
други пут 2015. гoдинe у мajу мeсeцу. Штa je кaрaктeристичнo зa oвa двa мeрeњa и кoja je 
рaзликa мeђу њимa? У oквиру мeрeњa кoja су вршена у jулу 2014. гoдинe, брзинa дизања и 
спуштања кoшa мeрeнa je пoмoћу дaвaча брoja oбртaja (брзинe) MFN-EFN 2 сa 
инкрeмeнтaлним eнкoдeрoм „Oптoeлeктрoникa“ 500/1, приказаног на сл. 6.1. Мерење је 
вршено дирeктним кoнтaктoм и рoтaциjoм сeнзoрa брзинe сa вoђицoм кoшa и то на крову 
самог коша. 
Након тога (независно), мeрeна је брзина, односно број обртаја погонског бубња 
смештеног у мaшинскoj прoстoриjи нa врху кулe Сeрвиснoг oкнa рудника „Јама“. Такође, 
као и преко вођице рудничког лифта, кoнтaктнoм мeтoдoм сeнзoр брзинe је мерио број 
обртаја бубња преко кочионог диска, који се може видети на сл. 6.4а. 
 
 
Слика 6.1. Давач броја обртаја прилагодљив разним носачима и монтажи на 
различитим локацијама 
Код оваквог мерења брзине постојало је неколико недостатака, од којих су два 
најзначајнија. Прво, непостојање адекватног носача и постоља, није било могуће 
учврстити конструкцију давача броја обртаја за кров коша. Због тога неко од учесника 
мерења је морао све време држати давач уз бетонску вођицу лифта, што је условљавало 
нетачности у мерењу. Те нетачности су се посебно исказале при покретању и заустављању 
постројења, јер су инерцијалне силе довеле до тога да се давач и кош крећу у одређеним 
тренуцима у супротним смеровима, поготово приликом заустављања и појаве слободних 
осцилација коша. 
Друго, не вршењем мерења брзине на погонском бубњу у истом тренутку када и на 
самом кошу, није било могуће адекватно уочити и „записати“ кашњење одзива и пренос 
сигнала путем носећих елемената (ужади) од погонског механизма до спојног прибора, тј. 
коша. На основу оваквог мерења, значајна грешка се уноси и у каснију нумеричку анализу 
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и корелацију са експерименталним мерењима, јер се као улазна величина узима промена 
броја обртаја бубња, односно промена обимне брзине бубња на месту намотавања носећих 
ужади. 
Резултати ових мерења су детаљно анализирани и приказани у оквиру пројекта 
Теоријско-експериментална истраживања динамике транспортних машинских система, 
[94] и у овој дисертацији се неће посебно обрађивати и представљати, већ ће се у 
наредном тексту, пажња посветити опису мерења извршеног у мају 2015. године, као и 
анализи измерених величина. Слично као и код мерења извршених у склопу одређивања 
отпoра и стeпeна искoришћeњa прeнoсa погонског механизма у фабрици „Lafarge“ у 
Беочину и овде су ова мерења послужила за формирање коригованог мерног поступка и 
опреме како би се добиле адекватне вредности за меродавне параметре динамичке 
анализе. 
6.1 Опис извозне машине и мерног система 
Мерења су извршeна нa рудничкoj извoзнoj мaшини шведског произвођача „ASEA“ 
типа HSDE 2.5, нoсoвoсти 22 t, максималнe пројектованe брзинe дизања коша 16 m/s и 
пројектоване висине дизања 523 m у првој фази и 763 m у другој фази ископа руде, чији је 
погонски механизам дат на сл. 6.4а, а шематски приказ целе машине као и места где су се 
вршила мерења дати су на сл. 6.4б. Извoзнa мaшинa je прoизвeдeнa 1977. гoдинe. Остале 
значајне карактеристике ове извозне машине се могу видети кроз таб. 6.1. 
Вoзнo oкнo je иначе кружнoг пoпрeчнoг прeсeкa, прeчникa 10 m. Прeнoс силe нa 
нoсeћe eлeмeнтe (ужaд) oствaруje сe путeм трeњa (Koepe систeм) сa ожлебљеног бубња. 
Табела 6.1. Техничке карактеристике извозне машине 
Погонски 
електромотор 
Тип: LC 1907 
Снага: 1500/2860 kW 
Број обртаја: 122,2 o/min 
Момент: 117,2/233,4 kN 
Кочиони 
систем 
Шест хидрауличних диск кочница типа BSFG 408, распоређених на 
два кочиона диска, сл. 6.2. 
Притисак кочионе папуче на диск: 74,6 kN 
Кочиони момент: 460,94 kNm 
Коефицијент трења папуча/диск: 0,4 
Кош (кабина) Маса: 13 t, у чији састав улази кош и спојни прибор за везу са носећим 
ужадима, сл. 6.3 
Противтег Маса: 21 t 
Носећа ужад 
z = 6 kom 
d = 27 mm 
150 жица у прeсeку, гaлвaнизoвaнa у трoугaoнoj извeдби. 
Паралелно поужена, 3 са десним, а 3 са левим смером поужавања. 
Сила кидања: 561 kN. 
Затезна чврстоћа жица: 1700 MPa. 
Јединична маса: 3,02 kg/m. 
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z = 2 kom 
d = 50 mm 
222 жицe у прeсeку, гaлвaнизoвaнa у трoугaoнoj извeдби. 
Са кошем повезана обртним кукама – „карабињерима“ типа HASA 
125/51-55, ради спречавања одвртања. 
Јединична маса: 9,64 kg/m. 
Погонски 
бубањ 
Изражен заваривањем, пречника 2,5 m. 
Габарити: 2,95 x 2,95 x 1,97 m 
 
  
Слика 6.2. Кочиони систем у оквиру погонског механизма извозне машине рудника 
„Јама“ РТБ Бор 
        
Слика 6.3. Спојни прибор за везу носећих ужади са кошем (кабином) 
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Слика 6.4. Погонска машина и шематски приказ распореда мерних места, [94] 
6.1.1 Коришћена мерна опрема 
У сврху есперимента на извозном постројењу коришћена је следећа мерна опрема: 
• Универзално мерно појачало – 8 канално (2 ком) QUANTUM X MX480B, сл. 6.5а, 
• Софтвер за прикупљање и обраду мерних сигнала HBM catmanEasy-AP, 
• Рачунар за складиштење мерних сигнала HP 530, 
• Антене за бежични пренос мерног сигнала (2 ком) NanoStation loco NS2L 
произвођача IBIQUITI NETWORKS, домета до 5 km уз оптичку видљивост 
антена, сл. 6.5б, 
• Инкрементални енкодер – давач броја обртаја AINS 41 произвођача Meyer 
Industrie-Electronic GmbH – MEYLE, опсега мерења до 6000 o/min и са 
дозвољеном аксијалним/радијалним оптерећењем на излазном вратилу од 30/20 N, 
сл. 6.5в. 
• Оптички мерач броја обртаја типа ROS произвођача Monarch Instrument, мерног 
опсега од 1 до 250000 о/min, сл. 6.5г, 
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• Давач убрзања HBM B12, сл. 6.5д, 
• Мерне траке HBM LY41-6/120, сл. 6.5ђ, 
• Уређај за мерење силе у носећим ужадима на бази давача силе на истезање типа S – 






в) г) д) ђ) 
Слика 6.5. Део мерне опреме коришћен у оквиру есперимента на извозној машиниASEA 
HSDE 2.5 У РУДНИКУ „ЈАМА“ РТБ БОР 
Број обртаја добоша мерен је путем инкременталног енкодера AINS 41, 
постављеног на адаптивни носач са мерним точком пречника 127 mm, који је био 
директно ослоњен на венац кочионог диска, сл. 6.6a. Мерни сигнал са енкодера вођен је на 
појачало QUANTUM X MX480B, а онда бежичним путем преко радио антене NanoStation 
loco NS2L сигнал је слат до „пријемника“ (друге радио антене постављене на кошу) и 










Слика 6.6. Инкрементални енкодер спојен са мерним точком постављеним на венац 
кочионог диска (а); мерно појачало QUANTUM X MX480B (б); радио антене 
NanoStation loco NS2L (в) 
Брзина дизања и спуштања коша је мерена преко точка за вођење чија је промена 
броја обртаја регистрована помоћу оптичког сензора ROS постављеног на магнетни 
сталак, сл. 6.7. Сигнал са оптичког сензора вођен је до другог осмоканалног мерног 
појачала QUANTUM X MX480B (сл. 6.8) и збирно са сигналима од акцелерометра и 
мерних трака складиштен на рачунару. 
  
Слика 6.7. Оптички сензор – давач броја обртаја ROS-P, фиксиран на кошу 
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Слика 6.8. Друго осмоканално мерно појачало QUANTUM X MX480B спојено са 
рачунаром 
Промена убрзања коша током мерења регистрована је акцелерометром HBM B12 
постављеног на спојни прибор коша преко магнетног држача, сл. 6.9. 
 
Слика 6.9. Мерење убрзања на спојном прибору коша 
Промене сила у носећим ужадима праћене су мерењем деформације спојног 
прибора (једног дела његове конструкције). Деформације су мерене на сваком спојном 
прибору од укупно 6, мерним тракама HBM LY41-6/120, сл. 6.10. Мерни сигнали са 
мерних трака су такође преко мерног појачала QUANTUM X MX480B, приказаног на сл. 
6.8, вођени до рачунара и складиштени у једну заједничку датотеку. 
Део мерног система постављен на кошу је напајан електричном енергијом од стране 
бензинског агрегата приказаног на сл. 6.11. 
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Слика 6.10. Мерење деформација на спојном прибору 
 
Слика 6.11. Бензински агрегат за напајање мерног уређаја електричном енергијом 
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Слика 6.12. Мерење силе у ужадима са дигиталним очитавањем 
6.2 Протокол о испитивању 
У таб. 6.2 хронолошки је дат протокол мерења, бележен непосредно пре сваког 
покретања коша. Укупно је било 14 кретања, с тим што се датотека Б.010 састоји из 
четири дела, а они су везани за одлазак празног коша до нивоа где се налазио терет, унос 
терета (улазак локомотиве), вожња са теретом, излазак локомотиве и враћање празног 
коша до полазног нивоа. 
Да би била јаснија предочена процедура, односно садржај мерења, на сл. 6.13 
приказана је извозна машина са означеним рудничким „хоризонтима“, тј. нивоима, чије су 
коте одређене на основу надморске висине, у плусу и минусу. Ниво тла је на надморској 
висини од +436 m, а машинска просторија на +465 m. Треба приметити да постоје и два 
нивоа (17 и 19) које иначе извозно постројење не опслужује. 
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Слика 6.13. Шематски приказ вертикалног рудничког окна у руднику „Јама“ РТБ Бор 
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Табела 6.2. Садржај мерења на извозном постројењу у руднику „Јама“ РТБ Бор 
Датотека Време почетка 
мерења Детаљан опис одређене датотеке 
Б.001 13:05 
Спуштање празног коша (при сваком мерењу са празним 
кошем на њему се налазило пет особа) сервисном (малом) 
брзином са коте +436 на доле. 
Б.002 13:07 Наставак кретања сервисном брзином на доле. Трајање 
кретања ~30 s. 
Б.003 13:08 Спуштање празног коша „великом“ брзином ~4,5 m/s. 
Заустављање у 13:10. Прђени пут је ~60÷70 m. 
Б.004 13:13 
Наставак спуштања празног коша „великом“ брзином. 
Долазак до седмог хоризонта (нивоа). Кретање је трајало ~1 
min. 
Б.005 13:15 Кретање празног коша на доле до 15-ог хоризонта. 
Заустављање у 13:17 на 15-ом хоризонту. 
Б.006 13:20 Дизање празног коша до 13-ог нивоа. Заустављање у 13:21 
на 13-ом нивоу. 
Б.007 13:23 Наставак кретања празног коша на горе брзином ~3 m/s са 
наглим заустављањем (заустављање из велике брзине). 
Б.008 13:25 
Наставак кретања на горе „великом“ брзином са намером 
поновног наглог заустављања. Кош је нагло заустављен на 
~15 m изнад 11-ог хоризонта. 
Б.009 13:28 
Спуштање празног коша смањеном брзином 11-ог нивоа. 
Намера је да се кош оптерети (улазак локомотиве за вучу 
вагонета) и да се креће од 15-ог хоризонта до 11-ог и назад. 
Б.010 до 13:50 
До времена 13:50 празан кош (без лица на њему) се спустио 
до 15-ог хоризонта. На том хоризонту је локомотива ушла у 
кош, затим је извршено кретање оптерећеног коша 11-ог 
хоризонта и назад до 15-ог. На 15-ом хоризонту локомотива 
је изашла из коша и празан кош је враћен на 11 хоризонт, 
након чега се пет лица опет вратило на њега. 
Б.011 13:52 
Дизање празног коша са 11-ог хоризонта „великом“ 
брзином. Кош се зауставио нагло из велике брзине на ~50 m 
изнад 11-ог хоризонта. 
Б.012 13:54 
Спуштање празног коша „великом“ брзином, са намером 
наглог заустављања. Кош је заустављен на ~10 m изнад 11-ог 
хоризонта. 
Б.013 13:57(58) 
Кретање на горе празног коша „великом“ брзином. Нагло 
заустављање из велике брзине на ~4÷5 m испод 7-ог 
хоризонта. Кретање је трајало ~1 min. 
Б.014 13:59 
Наставак кретања на горе у „великом“ брзини. У 14:01 
„нормално“ заустављање на коти +436 m (површина тла) и 
уједно крај мерења. 
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6.3 Резултати мерења 
У овом поглављу ће се приказати део резултата мерења релевантних за одређивање 
динамичких параметара, сходно разматрањима датим у тачки 5.0. Резултати су приказани 
за издвојених 6 случајева кретања, а остатак резултата због своје обимности биће 
представљен у Прилогу ове дисертације. 
Одређивање параметара динамичког модела биће приказано за шест случајева 
кретања (дизања и спуштања) коша, са и без оптерећења: 
I) Спуштање празног коша са коте +406 m на коту +266 m (слободни крак носећих 
ужадина страни коша у почетку кретања је 59 m). Заустављање коша регуларно из мање 
брзине. 
II) Дизање празног коша са коте -74 (надморска висина) за 476 m. Заустављање 
коша регуларно из мање брзине. 
III) Спуштање празног коша са коте +104 m на коту +56 m (48 m). Заустављање 
коша вршено наглим искључењем напајања погонског електромотора – из велике брзине. 
IV) Дизање празног коша са коте +56 m на коту +199 m (143 m). Заустављање коша 
вршено као у претходном случају наглим искључењем напајања погонског електромотора 
– из велике брзине. 
V) Дизање коша под оптерећењем (локомотива за вучу вагонета масе ~9350 kg) са 
коте -71 m на коту +52 m (413 m). Заустављање коша вршено из мале брзине. 
VI) Спуштање коша под оптерећењем (локомотива за вучу вагонета масе ~9350 kg) 
са коте +52 m и враћање на коту -71 m (413 m). Заустављање коша вршено из мале брзине. 
На сл. 6.14 шематски су приказани ових шест случајева. На сл. 6.15 приказан је 
дијаграм обимне брзине бубња прерачунат на брзину дизања за први случај кретања (I) – 
плава линија. Црвена линија представља мерену брзину са крова коша путем оптичког 
давача. „Шпицеви“ код црвене линије су последица повременог одвајања точка за вођење 
од вођице. Ово одвајање точка за вођење посебно је изражено у доњем делу вођица на 
дубинама преко 400 m (сл. 6.19 и сл. 6.20). 
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Слика 6.14. Параметри извозног постројења меродавни за анализу 
 
Слика 6.15. Обимна брзина бубња на месту намотавања носећих ужади, мерена 
енкодером (плава линија), преклопљена са бзином кретања коша добијеном 
преко оптичког давача (црвена линија) 
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На сл. 6.16 приказан је начин филтрирања резултата на примеру обимне брзине 
бубња за први случај кретања (I). Шум је последица појаве вибрација мерног точка на 
контакту са ободом бубња. 
 
Слика 6.16. Обимна брзина бубња на месту намотавања носећих ужади, пре и након 
„филтрирања“ мерног записа 
На сл. 6.17 приказано је убрзање коша за први случај кретања (I) са израженим 
осциловањем након заустављања кабине, што ће се користити за одређивање механичких 
карактеристика челичних ужади (слободно осциловање). 
 
Слика 6.17. Промена убрзања коша приликом спуштања празног коша, које одговара 
датотеци Б.003 
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На сл. 6.18 дате су силе у носећим ужадима на месту спојног прибора, за први 
случај кретања (I). Уочљива је сагласност овог дијаграма са претходним. 
 
Слика 6.18. Промена силе у носећим ужадима на месту спојног прибора за део мерења 
који одговара датотеци Б.003 
За остале случајеве кретања дају се збирни дијаграми промене брзине, убрзања и 
силе изнад коша. На сл. 6.19 приказан је збирни дијаграм за други случај кретања (II). 
 
 
Слика 6.19. Збирни дијаграм који одговара мерењима приликом дизања празног коша – 
датотека Б.006 (II случај кретања) 
Сл. 6.20 приказује збирни дијаграм за трећи случај кретања (III), а на сл. 6.21 
приказан је збирни дијаграм за четврти случај кретања (IV). Збирни дијаграми за пети и 
шести случај кретања (V), (VI), дати су на сл. 6.22, осносно на сл. 6.23. 
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Слика 6.20. Збирни дијаграм који одговара мерењима приликом спуштања празног коша и 
наглог заустављања, из „велике“ брзине – датотека Б.012 (III сл. кретања) 
 
Слика 6.21. Збирни дијаграм који одговара мерењима приликом дизања празног коша и 
наглог заустављања, из „велике“ брзине – датотека Б.013 (IV сл. кретања) 
 
Слика 6.22. Збирни дијаграм који одговара мерењима приликом дизања оптерећеног коша 
од стране локомотиве – део датотеке Б.010 (V случај кретања) 
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Слика 6.23. Збирни дијаграм који одговара мерењима приликом спуштања оптерећеног 
коша од стране локомотиве – део датотеке Б.010 (VI случај кретања) 
Остали резултати мерења су дати у Прилогу дисертације. 
6.4 Одређивање динамичких параметара на основу резултата 
мерења 
Како је наведено у тачки 5.0, параметри крутости и пригушења се могу одредити са 
мерних дијаграма одређујући период осциловања, односно фреквенцију и логаритамски 
декремент пригушења. Како наведене релације (5.26) и (5.27) важе за случај слободних 
хармонијских осцилација са пригушењем, меродаван је део дијаграма осциловања коша 
након заустављања ужетњаче. На сл. 6.24 дате су промене убрзања коша за наведених 
шест случајаева, за периоде осциловања коша након заустављања погонског бубња. 
На основу анализе приказаних резултата у таб. 6.3 и 6.4, може се констатовати да су 
подаци за модуле еластичности сагласни са литературним подацима [17]. Ово указује на 
валидност примењеног поступка који омогућава дефинисање реалних (погонских) 
вредности код рудничких лифтова. Вредности коефицијената пригушења, за које не 
постоје значајнији компаративни подаци, нису константне величине, већ се значајно 
разликују за анализиране случајеве. Може се уочити да однос (δ/ω) показује сличну 
зависност као и модул еластичности, зависи од напона, а у мањој мери од фреквенција, 
што је карактеристика пригушења хистерезисног типа. Тек на основу опсежнијих мерења 
могли би се донети поузданији закључци. Због ограничења при извођењу експеримената 
извршен је релативно мали број мерења везан за ове параметре, па један од закључака да у 
будућем периоду треба радити на припреми експеримената у лабораторијским условима, 
где би у разматрање ушле различите конструкције ужади. 
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Слика 6.24. Измерене вредности убрзања коша за наведене случајеве кретања 
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На основу претходних дијаграма и релација приказаних у поглавњу 5.2 могу се 
одредити механичке каратеристике челичних ужади. 
 
Табела 6.3. Величине добијене мерењем 
 Me, kg L, m T, s ω, rad/s Аi, m/s2 Аi+1, m/s2 
I (сл. 6.14a) ↓ 23 180 59÷199 1,03 6,12 1,4439 1,0409 
II (сл. 6.14б) ↑ 20 950 539÷476 1,36 4,63 0,4846 0,3564 
III (сл. 6.14в) ↓ 21 492 361÷409 1,35 4,67 2,7892 1,7679 
IV (сл. 6.14г) ↑ 22 648 409÷266 1,11 5,69 1,2967 1,0459 
V (сл. 6.14д) ↑ 30 960 536÷413 1,47 4,26 0,7035 0,6090 
VI (сл. 6.14ђ) ↓ 29 966 413÷536 1,62 3,88 0,7688 0,5450 
Me - рeдукoвaнa мaсa кoшa; L - слoбoднa дужинa ужaди; T – период осциловања; ω – 
кружна фреквенција; x-амплитуда осциловања. 
 
Табела 6.4. Израчунате величине 
 σ, MPa E, MPa c, N/m D=ln(xi/xi+1) b, Ns/m δ, s-1 δ/ω 
I (сл. 6.14a) ↓ 133,8 102 131 868 114 0,31 14 106 0,30 0,050 
II (сл. 6.14б) ↑ 120,9 125 511 448 253 0,30 9 490 0,23 0,049 
III (сл. 6.14в) ↓ 124,0 112 553 467 826 0,44 13 974 0,33 0,070 
IV (сл. 6.14г) ↑ 130,7 114 527 731 942 0,23 9 620 0,21 0,037 
V (сл. 6.14д) ↑ 178,7 136 730 562 813 0,14 5 686 0,09 0,022 
VI (сл. 6.14ђ) ↓ 172,9 142 436 451 755 0,29 10 853 0,18 0,047 
σ – напрезање у ужадима; E – модул елеастичности; c – крутост ужади; D – логаритамски 
декремент; b – параметар пригушења; δ – коефицијент пригушења. 
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7.0 ПРИМЕНА СПЕЦИЈАЛИЗОВАНИХ СОФТВЕРА 
ЗА ДИНАМИЧКУ АНАЛИЗУ И КOРEЛAЦИJA 
СA EКСПEРИMEНTAЛНИM РEЗУЛTATИMA 
Сходно констатацијама наведеним у поглављу 4.0 у погледу ограничења за 
примену MATLAB-а у решавању система диференцијалних једначина са променљивим 
граничним условима, решење је могуће потражити применом специјализованих софтвера 
за динамичку анализу. Један од таквих софтвера, посебно погодан за анализу динамичког 
понашања система у облику механизама је софтвер за Aутoмaтску Динaмичку Aнaлизу 
Meхaничких Систeмa - MSC ADAMS (енг. Automated Dynamic Analysis of Mechanical 
Systems). O симулaциjaмa и мoгућнoстимa oвoг сoфтвeрa зa динaмичку aнaлизу систeмa зa 
вeртикaлнo дизaњe тeрeтa, дeтaљније je дaтo у [92]. 
7.1 Опис динамичког модела 
Ако се посматрају регуларни случајеви рада 
лифтова и извозних постројења, код којих нема 
клизања ужета као целине по погонској ужетњачи 
и за случај кинематског услова на погонској 
ужетњачи (дефинисана промена брзине дизања) 
који је био меродван при експерименталним 
испитивањима онда се може извести потпуно 
раздвајање анализе динамичког понашања за 
страну кабине и за страну противтега. У даљем 
тексту ће се приказати анализа динамичког 
понашања елемената на страни кабине. 
За испитивање понашања лифта на 
електрични погон током кретања и у прелазним 
режимима рада, формиран је модел у ADAMS-у. 
Изглед модела приказан је на сл. 7.1. Усвојена је 
таква концепција динамичког модела лифта, где је 
уже као носећи елемент представљено опругом са 
пригушењем (Келвинов модел), која је једним 
крајем везана за штап (beam) одређене крутости 
који представља горњи носач рама кабине, а 
другим крајем за крути елемент који у горњем 
делу добија погон од електромотора. 
Рам кабине је моделиран на тај начин, што 
су концентрисане масе које представљају масу 
појединих носача рама кабине, повезане beam-
овима (Massless Beam).  
 
Слика 7.1. Модел лифта 
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Приликом моделирања рама кабине вршено је повезивање концентрисаних маса, 
које су формиране ради дефинисања масе самог рама кабине. Са друге стране, 
концентрисане масе су биле неопходне из разлога што „beam“ као линијски елемент у 
ADAMS-у за почетну и крајњу тачку захтева неки део (Part). На сл. 7.4а дат је један 
сегмент рама кабине чиме је поткрепљена претходна прича. Наиме, на слици се види 
концентрисана маса у којој се сучељавају beam-ови који представљају различите профиле 
у раму кабине. 
 
 
Слика 7.2. Модел рама кабине са издвојеним једним сегментом 
Тек након уношења свих захтеваних параметара као што су: главни моменти 
инерције попречног пресека штапа за све три осе, однос површина смицања у y правцу, 
однос површина смицања у z правцу, Jung-ов модул еластичности за материјал штапа, 
модул смицања, површина попречног пресека штапа, може се констатовати да је један 
носач у раму кабине деИзглед поља за унос карактеристика носача дат је на сл. 7.4б. 
Дефинисане су моделске променљиве (енг. design variables) које представљају 
модул еластичности ужета (.LIFT.E) – E, попречни пресек носећих ужади (.LIFT.A) – A, 
висину дизања (.LIFT.L) – L и параметар пригушења у ужету (.LIFT.PRIGUSENJE)– b. Као 
што је већ констатованоп, уже је моделирано као опруга (eng. translational spring-damper), 
одговарајућих вредности коефицијената крутости и пригушења. Како коефицијент 
крутости директно зависи од слободне дужине ужета, а она се током рада лифта мења, 
онда је и коефицијент крутости променљив. 
Моделирање погонског механизма код транспортних уређаја са погонском 
ужетњачом представља проблем који није лако и једноставно решити. ADAMS не садржи 
алат којим би се представио систем носеће уже – погонска ужетњача. Зато се мора 
користити комбинација постојећих алата, како би се добили задовољавајући резултати. 
Након већег броја покушаја различитог моделирања погонског механизма, дошло се до 
неколико варијанти (решења).  
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7.1.1 Дизање кабине са задатим кретањем преко промене броја обртаја 
електромотора 
Дефинисање промене броја обртаја 
Овај начин је једноставнији и он одговара регулисаном погону, где се бројем 
обртаја електромотора управља преко фреквентног регулатора. Задавање функције 
промене броја обртаја електромотора може се превести у задавање функције промене 
положаја одређеног маркера на ужету у правцу дизања кабине. То доводи до задавања 
транслаторног кретања на транслаторном или цилиндричном зглобу, којим је упрошћено 
измоделирана веза ужета са погонском ужетњачом. Кретање је задато коришћењем 
наредбе Motion. 
Опис кретања у времену може се задати на више начина, мада се најчешће користи 
комбинација наредби If, Poly и Step. 
If наредба омогућава дефинисање функције кретања у оквиру наредбе Motion. 
Наредба If има запис у следећем облику: 
IF (izraz1: izraz2, izraz3, izraz4). 
Izraz1 је у ствари променљива у функцији кретања, као што је речено то је у овом 
случају време. Ако је izraz1 мањи од нуле функција је једнака izrazu2, ако је једнак 
нулифункција је једнака izrazu3 и кад је већи од нулефункција је једнака izrazu4. Иначе, 
програм дозвољава да се у низу веже 17 If нардби. 
Step наредба дефинифе Step функцију (сл. 7.3) која приближно одговара 
Хевисајдовој функцији са кубним полиномом. 




























































Слика 7.3. „Step“ функција 
Формат наредбе Step је следећи: 
STEP ( x, x0, h0, x1, h1 ) 
где су: 
x – независна променљива, 
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x0 –реална променљива која дефинише х вредност од које почиње step функција, 
x1 – реална променљива која дефинише х вредност у којој се step функција 
завршава, 
h0 – почетна вредност step функције, 
h1 – крајња вредност step функције. 
Треба имати у виду да се кретања могу задавати преко померања, преко брзине или 
преко убрзања, узависноти од тога шта је лакше дефинисати у датом тренутку. У овом 
раду, кретања која су задавана наредбом Motion, дефинисана су Step функцијом преко 
обимне брзине погонске ужетњаче и наредбом If преко убрзања на погонској ужетњачи. 
Poly наредба рачуна вредност полинома. Једначина која дефинише Poly је следећег 
облика: 
( ) ( ) ( ) ( )nn xxaxxaxxaxP 001000 ... −⋅++−⋅+−⋅=  
Формат наредбе Poly је следећи: 
POLY (x, x0, a0, a1, ... , an) 
где су: 
x – независнапроменљива (време (time)), 
x0– реална променљива која дефинише корак полинома, 
naaa ,...,, 10 – реалне променљиве које дефинишу до n-коефицијената полинома. 
 
Утврђивање утицајних параметара (предпроцесирање) 
Како програм MSC ADAMS у основи служи за динамичку анализу механичких 
система (механизама), треба бити опрезан са применом „дифолтног“ (eng. default) - 
стандардног софтвера. 
Да би се утврдио утицај појединих параметара на валидност резултата симулације, 
користила се теорија хармонијских осцилација са једним степеном слободе (осциловање 
терета на вертикалној опрузи), сл. 7.4. 
 
Слика 7.4. Осциловање терета на вертикалној опрузи 
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Један од утицајних параметара на квалитет излазних резултата јесте време између 
два очитавања функције, тзв. step size. Наиме,step size мора бити довољно мали, односно 
број тзв. „интеграционих“ корака, у којима „solver“ налази решење функције, мора бити 
довољно велики да би функција имала довољан број „очитавања“ у току једног периода 
осциловања. Са друге стране сувише мала вредносткорака(step size) доводи до нумеричке 
грешке у сваком кораку и утиче на нетачност резултата. У зависности од врсте проблема 
(типа фреквентног домена), солвера (solver) и других параметара који утичу на карактер 
осциловања, оптималан корак интеграције неопходан за добијање валидних резултата 
неће бити исти. 
Анализирањем и испитивањем различитих случајева и утицајних параметара, 
дошло се до закључка који је послужио за даља разматрања проблема дизања кабине у 
склопу лифтовских и извозних постројења. Наиме, у даљим разматрањима и динамичким 
симулацијама узиман је step size који је завистан од фреквенције осциловања терета. 
Значајна ствар при изради модела, јесте управо начин задавања кретања, односно 
анализа граничних случајева при узимању параметара за анализу. Наиме, при разматрању 
проблематике осциловања ужета променљиве дужине (променљиве крутости), уже се 
моделира као опруга чија се крутост мења. 
Промена крутости услед промене дужине ужади не може се задати кроз моделску 
променљиву. Из тог разлога се моделира сила у ужету (опрузи) између два маркера (на 
кабини и на делу ужета који је посматран као крут елемент, сл. 7.5) названа „крутост 
ужета“ путем функционалне зависности. Вредност те силе задата је у функцији крутости и 
издужења и „генерално3“ је записана у следећем облику: 
.LIFT.KRUTOST_UZETA =  
(.LIFT.E*.LIFT.A/DM(MARKER_NA_UZETU,MARKER_ZA_VISINU_DIZANJA))* 
(SLOBODNA_DUZINA_UZETA - DM(MARKER_NA_KABINI,MARKER_NA_UZETU)) 
Вредност силе је добијена као производ крутости и издужења ужета као 
променљивих величина. Као што је већ раније наведено, крутост ужета је једнака 
/c EA l= , где су модул еластичности (E) и површина попречног пресека ужади (A) задати 
као моделске променљиве (design variables) .LIFT.E и .LIFT.A.  
Дужину ужета (l) која се мења (смањује) током дизања кабине, програм рачуна као 
растојање између два маркера, од којих је један везан на месту везе ужади на кабини, а 
други на погонској ужетњачи, што је приближно једнако висини дизања. 
Издужење ужета се узима као разлика измереног растојања између два маркера, од 
којих је један на месту везе ужета и рама кабине, а други на делу ужета на којем је оно 
приказано као крут елемент (из разлога упрошћеног начина израде модела) и слободне 
дужине ужета (опруге). Управо, приликом моделирања треба водити рачуна да други 
маркер који служи за одређивање издужења ужета (маркер на делу ужета које је 
представљено као крут елемент, сл. 7.5), не буде сувише близу кабине (првог маркера). 
Због осциловања кабине, може се догодити да услед деловања инерцијалне силе први 
маркер (MARKER_NA_KABINI) „мимоиђе“ други маркер (MARKER_NA_UZETU) и доведе 
3Приказани израз за крутост означава уопштени израз. У зависности од врсте носећих ужади и од 
висине дизања, одређени параметри у изразу ће се мењати. 
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до нестабилног кретања, како приказује сл. 7.6. Зато други маркер треба поставити на 
довољној удаљености од првог, сл. 7.5. 
 
Слика 7.5. Положај маркера чије се растојање мери у току кретања приликом 
одређивања издужења ужета 
Оваква анализа и разматрање проблематике моделирања су спроведени при задатом 
кретању преко константне брзине. 
 
Слика 7.6. Промена брзине и убрзања кабине при недовољном растојању маркера 
7.1.2 Рaчунaрскe симулaциje динaмичкoг пoнaшaњa рудничкoг лифтa и 
кoрeлaциja рeзултaтa 
Кaкo je вeћ oбjaшњeнo у пoглaвљу 5.0, кaрaктeристикa пoгoнa je прeдстaвљeнa 
путeм зaдaвaњa брзинe, oднoснo прoмeнe брoja oбртaja пoгoнскe ужeтњaчe. У oвoм рaду, 
прoмeнa брзинe je зaдaта у oблику „spline-a“ кojи jeднoзнaчнo oписуje прoмeну брoja 
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oбртaja пoгoнскoг eлeктрoмoтoрa свeдeнoг нa oбимну брзину дoбoшa, oднoснo пoгoнскe 
ужeтњaчe, дoбиjeнe дирeктним мeрeњeм нa пoгoнскoj ужeтњaчи путeм инкрeмeнтaлнoг 
eнкoдeрa. „Spline“, кoришћeн у сoфтвeру, прeдстaвљa oсрeдњeну линиjу измeрeнe oбимнe 
брзинe нa пoгoнскoj ужeтњaчи чимe je oдстрaњeн тзв. шум мeрeњa, сл. 7.7. 
 
Слика 7.7. Фoрмирaњe “spline-a“ брзинe кao пoгoнскe кaрaктeристe нa ужeтњaчи 
 
Слика 7.8. Рaчунaрски мoдeл 
извoзнoг пoстрojeњa 
 
Изглeд динaмичкoг мoдeлa кoришћeнoг зa 
симулaциje у ADAMS-у, кojи oдгoвaрa 
мeрoдaвном динaмичком мoдeлу зa aнaлизу 
извoзнe мaшинe датог у тaчкe 5.4, прикaзaн je нa 
сл. 7.8. 
Зa вeрификaциjу динaмичкoг мoдeлa 
прикaзaни су увeћaни пeриoди oсцилoвaњa, 
нaкoн пoтпунoг зaустaвљaњa ужeтњaчe зa 
нaвeдeнe кaрaктeристичнe случajeвe, 
”прeклoпљeни“ сa диjaгрaмимa дoбиjeним 
мeрeњимa. Као најповољнији, за верификацију, 
изабрани су дијаграми убрзања за шест 
наведених случајева кретања. „Преклопљени“ 
дијаграми су приказани на сл. 7.9 ÷ 7.14. 
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Слика 7.9. Диjaгрaми убрзaњa кoшa зa случaj кретања I (сл. 6.14a) 
 
Слика 7.10. Диjaгрaми убрзaњa кoшa зa случaj кретања II (сл. 6.14б) 
 
Слика 7.11. Диjaгрaми убрзaњa кoшa зa случaj кретања III (сл. 6.14в) 
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Слика 7.12. Диjaгрaми убрзaњa кoшa зa случaj кретања IV (сл. 6.14г) 
 
Слика 7.13. Диjaгрaми убрзaњa кoшa зa случaj кретања V (сл. 6.14д) 
 
Слика 7.14. Диjaгрaми убрзaњa кoшa зa случaj кретања VI (сл. 6.14ђ) 
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Нa oснoву прeтхoдних диjaгрaмa мoжe сe кoнстaтoвaти дa динaмички мoдeл са 
динамичким пaрaмeтрима одређеним на основу експеримента сa зaдoвoљaвajућoм 
тaчнoшћу oписуjу рeaлнo пoнaшaњe рудничкoг лифтa штo oмoгућуje извођење 
рачунарских симулација ради анализе реалних оптерећења извозног постројења. 
Приказани поступак представља нов приступ који омогућује анализу динамичког 
понашања код система за вертикално дизање који се налазе у екслоатацији. Кao 
илустрaциja мoгућнoсти динaмичкe aнaлизe, у наредном тексту прикaзaни су диjaгрaми 
прoмeнe пojeдиних вeличинa, изрaђeни у сoфтвeру зa динaмичку aнaлизу MSC ADAMS, 
користећи експерименталне пoдaтке прикaзaне у тaб. 6.4. 
 
Слика 7.15. Дијаграм промене положаја, брзине и убрзања коша, за I случај кретања – 
датотека Б.003 
 
Слика 7.16. Упоредни дијаграми промене издужења, коефицијента крутости и 
параметра пригушења носеће ужади, за I случај кретња – датотека Б.003 
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Слика 7.17. Дијаграм промене силе у ужадима током мерења у оквиру датотеке Б.003 (I 
случај кретања) 
 
Слика 7.18. Дијаграм промене положаја, брзине и убрзања коша, за II случај кретања – 
датотека Б.006 
 
Слика 7.19. Упоредни дијаграми промене издужења, коефицијента крутости и 
параметра пригушења носеће ужади, за II случај кретања – датотека Б.006 
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Слика 7.20. Дијаграм промене силе у ужадима током мерења у оквиру датотеке Б.006 (II 
случај кретања) 
 
Слика 7.21. Дијаграм промене положаја, брзине и убрзања коша, за III случај кретања – 
датотека Б.012 
 
Слика 7.22. Упоредни дијаграми промене издужења, коефицијента крутости и 
параметра пригушења носеће ужади, за III случај кретања – датотека Б.012 
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Слика 7.23. Дијаграм промене силе у ужадима током мерења у оквиру датотеке Б.012 
(за III случај кретања) 
 
Слика 7.24. Дијаграм промене положаја, брзине и убрзања коша, за IV случај кретања – 
датотека Б.013 
 
Слика 7.25. Упоредни дијаграми промене издужења, коефицијента крутости и 
параметра пригушења носеће ужади, за IV случај кретања – датотека Б.013 
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Слика 7.26. Дијаграм промене силе у ужадима током мерења у оквиру датотеке Б.013 
(IV случај кретања) 
 
Слика 7.27. Дијаграм промене положаја, брзине и убрзања коша, за V случај кретања – 
датотека Б.010Г 
 
Слика 7.28. Упоредни дијаграми промене издужења, коефицијента крутости и 
параметра пригушења носеће ужади, за V случ. кретања – датотека Б.010Г 
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Слика 7.29. Дијаграм промене силе у ужадима током мерења у оквиру датотеке Б.010Г 
(V случај кретања) 
 
Слика 7.30. Дијаграм промене положаја, брзине и убрзања коша, за VI случај кретања – 
датотека Б.010Д 
 
Слика 7.31. Упоредни дијаграми промене издужења, коефицијента крутости и 
параметра пригушења носеће ужади, за VI случ. кретања – датотека Б.010Д 
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Слика 7.32. Дијаграм промене силе у ужадима током мерења у оквиру датотеке Б.010Д 
(VI случај кретања) 
7.1.3 Анализа карактера промене обимне брзине погонске ужетњаче 
(брзина дизања) као подлоге за управљачки систем  
Сходно претходном, могуће су различите врсте анализе појединих параметара 
система за вертикално дизање са погонском ужетњачом, при чему су истраживања утицаја 
промене брзине дизања, односно броја обртаја погонског мотора од посебног интереса. 
Одређивање оптималног облика промене брзине дизања, са циљем остваривања 
максималног капацитета, односно најкраћег времена вожње, уз обезбеђење високог 
комфора вожње, посебно код савремених путничких лифтова, чије брзине достижу 
вредност од 20 m/s, могуће је применом приказаног поступка. Као што је наведено, 
динамички параметри у току пројектовања лифта или извозног постројења се могу само 
орјентационо одредити, па и одступања у експлоатацији могу бити значајна. Поступак 
приказан у овој дисертацији растерећује фазу пројектовања, јер је могуће применом 
једноставнијих поузданих поступака пројектовати постројење, а након уградње, применом 
приказаног поступка одредити реалне параметре и извршити динамичку анализу, која би 
омогућила одређена подешавања и корекције на израђеном постројењу, ради 
успостављања оптималних радних услова. Ово се посебно односи на дефинисање 
одговарајућег управљачког програма којим се постиже, како је наведено, најкраће време 
вожње уз одговарајући комфор вожње, односно уз контролу динамичких оптерећења. 
На наредним сликама су приказани и издвојени неки од могућих начина утицаја на 
кинематске карактеристике погона (начин упуштања електромотора). Како је приказано у 
тачки 5.3, један од начина моделирања погонског механизма јесте и дефинисање 
кинeмaтских услoвa нa пoгoнскoj ужeтњaчи (бубњу), задавањем функције промене броја 
обртаја електромотора (преко обимне брзине погонске ужетњаче). 
На сл. 7.33 приказан је утицај промене брзинске карактеристике на амплитуде 
осцоловања кабине (коша), а тиме и на комфор вожње. Наиме, битно је уочити да, врло 
малом корекциом броја обртаја електромотора, при преласку са убрзаног кретања и 
тренутка „промене“ убрзања, може се веома умирити систем (знатно смањити амплитуде), 
поз. 4 на сл. 7.33. 
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Слика 7.33. Утицај на комфор вожње преко кинематске карактеристике погонског 
система 
У случају високих зграда (по неколико стотина метара) и рудника великих дубина, 
када је потребно за кратко време достићи велике брзине кретања кабине, односно коша, 
достижу се високе вредности убрзања, што негативно утиче, првенствено на комфор 
путника. Уградњом давача убрзања (акцелерометара) на местима везе ужади са кабином 
(кошем), добијао би се, у сваком тренутку, одзив у виду промене убрзања, како је нпр. 
приказано на сл. 7.34. Ово може бити од изузетне важности код експрес лифтова, када се 
кретањем између два суседна спрата не може достићи номинална брзина, него након 
убрзања одмах наступи кочење, сл. 7.35. 
Управљањем, може се утицати на погонску карактеристику мотора да кочење 
наступи када убрзање „дође“ у тачку (2), што се манифестује дијаграмима приказаним на 
сл. 7.35. Наравно, управљањем треба водити рачуна о пређеном путу кабине (коша) и 
тачности пристајања у станицама. 
 
Слика 7.34. Одређивање тренутка почетка кочења на основу дијаграма убрзања 
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8.0 ЗАКЉУЧНА РАЗМАТРАЊА И ПРАВЦИ ДАЉИХ 
ИСТРАЖИВАЊА 
Савремени лифтови који се користе у објектима чије су висине веће од 500м са 
брзинама дизања до 20 m/s као и руднички лифтoви који oпслужуjу рудникe сa пoдзeмнoм 
eксплoaтaциjoм нa дубинaмa дo 2000 m, нoсивoшћу дo 30 t и брзинaмa дизaњa дo 20 m/s, 
су постројења код којих  динaмичкa aнaлизa има пoсeбан знaчaj како збoг дeфинисaњa 
квaлитeтнe пoдлoгe зa oптимaлнo прojeктoвaњe тако и због њихoве ефикасне 
експлоатације и oдржaвaња у рeлaтивнo тeшким рaдним услoвимa. Пoрeд нaвeдeних 
eкстрeмних пaрaмeтaрa слoжeнoст динaмичкe aнaлизe oвих пoстрojeњa сe jaвљa 
првeнствeнo збoг слeдeћeг: 
• динамичка анализа обухвата комплексан oсцилaтoрни прoблeм сa бeскoнaчним 
брojeм стeпeни слoбoдe нa кoгa утичe вeлики брoj фaктoрa, 
• пoгoнски мoмeнт je прoмeнљивa вeличинa (функциja брoja oбртaja ужeтњaчe, 
рaднoг oптeрeћeњa и карктеристика погонског мотора), 
• посебну тешкоћу у динамичкој анализи оваквих постројења представља чињеница 
да се ради о осцилаторном процесу са променљивим граничним условима на месту 
наиласка и силаска челичног ужета са погонске ужетњаче,  
• крутoст чeличнoг ужeтa сe мeњa сa прoмeнoм пoлoжaja кoшa пa сe jaвљajу 
пaрaмeтaрскe oсцилaциje које под одређеним условима могу довести до 
резонантних појава односно нестабилног кретања и хаварије постројења са 
несагледивим последицама, 
• мoдул eлaстичнoсти чeличних ужaди ниje кoнстaнтнa вeличинa, кao кoд хoмoгeних 
тeлa, вeћ зaвиси oд кoнструкциje, нaпoнa и врeмeнa eксплoaтaциje ужeтa, 
• пригушeњe у чeличнoм ужeту je нeдoвoљнo истрaжeнa кaрaктeристикa и пoслeдицa 
je унутрaшњeг трeњa хистeрeзиснoг типa, кoje зaвиси oд кoнструкциje ужeтa, 
нaпoнa у ужeту, врстe кoнтaктa и трeњa измeђу жицa, пoдмaзивaњa, aмплитудe, 
фреквенције oсцилoвaњa итд. 
Aнaлизoм пaрaмeтaрa кoнкрeтнoг постројења мoгућe je сложени динамички мoдeл 
знaтнo упрoстити, изостављањем малих величина вишег реда и дoбити пoгoдaн мoдeл зa 
динaмичку aнaлизу. Систeм сa бeскoнaчним брojeм стeпeни слoбoдe се може свести нa 
систeм сa три степена слободе односно са по jeдним стeпeнoм слoбoдe за сваки крак ужета 
и ужетњачу са променљивим параметрима и принудним крeтaњeм кojе сe може 
мoдeлирaти прeкo измeрeнe брзинe нa ужeтњaчи. У случају да се обезбеде услови да уже 
као целина не клиже по погонској ужетњачи, правилним дефинисањем вучне способности, 
може се анализа динамичког понашања сваког крака ужета вршити независно. Систем 
парцијалних диференцијалних једначина хиперболичног типа могуће је решити применом 
нумеричких метода (MATLAB) али само за случајеве након заустављања (кочења) 
погонског механизма при чему се узима да крутост одговара тренутним вредностима 
слободне дужине ужета као константне величине са одговарајућим граничним условима. 
Да би се могла вршити анализа динамичког понашања система у току кретања неопходно 
је парцијалне диференцијалне једначине, применом методе раздвајања независно 
променљивих величина, заменити са системом обичних диференцијалних једначина. 
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Овакав прилаз омогућава дефинисање критичне брзине дизања у функцији механичких 
карактеристика (модул елестичности и пригушење) и напона (оптерећења) у челичним 
ужадима. Такође на овај начин је могуће извођење рачунарских симулација и анализа 
динамичког понашања у току кретања применом одговарајућих специјализованих 
софтвера за динамичку анализу механичких система. У дисертацији је приказан поступак 
моделирања у софтверском пакету АДАМС система за вертикално дизање са погонском 
ужетњачом са параметрима одређеним мерењима на извозном постројењу у Бору. 
Поступак моделирања је верификован корелацијом са резултатима експримента, 
директним преклапањем дијаграма убрзања, добијених нумеричком анализом са 
дијаграмима убрзања добијеним на основу мерења у току целог процеса кретања кабине за 
шест изабраних случајева кратања.  
Систeм ужaди je мoгућe зaмeнити eквивaлeнтним Кeлвинoвим мoдeлoм кoje имa 
прoмeнљиву крутoст (c=EA/l) и пригушeњe. Кoмбинoвaњeм тeoриjскe aнaлизe и 
eкспeримeнтaлнoг пoступкa мoгућe je oдрeдити рeaлнe врeднoсти мoдулa eлaстичнoсти и 
пригушeњa нa oснoву мeрeњa пeриoдa и aмплитудa oсцилoвaњa у трeнутку зaустaвљaњa 
пoгoнскe ужeтњaчe. Ова хипотеза базира на претпоставци да након кочења погонског 
механизма кабина (кош) врши слободне хармонијске осцилације са пригушењем са 
челичним ужетом као тешком опругом. На основу теоријских релација које су дефинисане 
за овај случај осциловања и измерених вредности периода и амплитуда осциловања могу 
се израчунати реалне вредниости модула елестичности. Oвaкo oдрeђeнe врeднoсти мoдулa 
eлaстичнoсти укaзуjу нa његову знaчajну зaвиснoст oд oптeрeћeњa, oднoснo нaпoнa у 
ужадима. Кoeфициjeнт пригушeњa у ужадима ниje кoнстaнтнa вeличинa кao кoд мoдeлa са 
вискoзним трeњем, који се уобичајено користи при моделирању осцилаторних процеса, 
вeћ зaвиси oд фрeквeнциje, oднoснo пoлoжaja кoшa при чему oднoс (δ/ω) укaзуje дa у 
ужадима прeoвлaдaвa пригушeњe хистeрeзиснoг типa кoje би, кoд оваквих система, 
трeбaлo дeтaљниje изучити. У дисертацији је разрађен експериментални поступак који 
омогућује одређивање горе наведених параметара код лифтова и извозних постројења који 
се налазе у експлоатацији. Посебан проблем код извођења ових експеримената се јавља 
због потребе синхронизације и истовремености мерења величина на различитим местима 
при чему је један део опреме покретан и налази се на кабини (кошу) а други део у 
машинској просторији чија удањеност може бити значајна. Реализација мерења је 
извршена у два циклуса на извозном постројењу рудника "Јама" који припада РТБ Бор. 
Формирањем адекватних динамичких модела, одређивањем реалних вредности за 
динамичке параметре и сумулацијама динамичког понашања реалних постројења могуће  
је дефинисати подлоге за програм управљања погонским механизмом који би обезбедили 
минимална динамичка оптерећења уз задржавање истог времена вожње што је од 
посебног интереса за „комфор вожње“ и ефикасност путничких лифтова са великим 
брзинама у прелазним режимима рада. Такође правилан избор тренутка почетка кочења у 
току једног периода осцилације кабине директно утиче на амплитуде њеног осциловања у 
наредном периоду што је од посебног значаја за случај принудног кочења код лифтова и 
извозних постројења. 
Код извозних постројења и лифтова, посебно за превоз људи, се захтевају строги 
услови за безбедност рада постројења. Код прeнoсa снaгe и крeтaњa путeм трeњa 
неопходно је обезбедити такву вучну спoсoбнoст да не дође до клизања ужета као целине 
по пoгoнској ужeтњaчи. Поред тога ово је важно и са становишта дефинисања 
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одговарајућих граничних услова динамичког модела у тачкама наиласка и силаска ужади 
са погонске ужетњаче. Повећање вучне способности може се извести ибором 
одговарајућег облика контакта између ужета и ужетњаче. Најчешће се у пракси примењује 
клинасти жлеб. Уколико контактне површине ужетњаче нису термички обрађене у току 
експлоатације долази до њиховог хабања тако да клинасти жлеб прелази у полукружно 
подсечени уз смањење редукованог коефицијента трења односно вучне способности. Како 
би се спречило клизање ужади по погонској ужетњачи потребно је користити клинасте 
жлебове са подрезом. Граничне вредности ширине подреза могуће је дефинисати у 
функцији релативне тежине кабине и противтега, обухватног угла и пречника ужета. 
Корисно је израдити одговарајуће номограме који би се могли користити при изради 
пројеката  оваквих лифтова како би се обезбедио њихов поуздан рад. У дисертацији је 
приказан пример одређивања граничних вредности ширине подреза за лифтове који се 
данас најчешће срећу у експлоатацији. 
Спeцифичнoст дизaличких мaшинa сa пoгoнскoм ужeтњaчoм сe oглeдa у тoмe штo 
трeњe у дeлу пoгoнскoг мeхaнизмa и нa вoђицaмa ниje дирeктнo прoпoрциoнaлнo 
вeличини oптeрeћeњa вeћ зaвиси oд рeлaтивнoг oптeрeћeњa кaбинe (кoшa), врсте 
преносника, карактеристика система за вођење кабине и против-тега, монтажних услова 
итд. Због тога се овaj прoблeм мoрa aнaлизирaти пoсeбнo за сваки конкретан случај, a 
реалне врeднoсти oдрeдити eкспeримeнтaлнo. У дисертацији је дефинисан, и на 
конкретном лифту реализован, експериментални поступак који омогућује одређивање 
губитака и коефицијента искоришћења код лифтова. 
Правци даљих истраживања би обухватали следеће: 
• лабораторијска испитивања модула елестичности и пригушења код челичних 
ужади, 
• оптимизација мерне опреме за ефикасно мерење параметара за одређивање 
механичких карактеристика челичних ужади на постројењима у експлоатацији  у 
склопу редовних и периодичних прегледа, 
• израду експрименталног модела система за вертикално дизање са погонском 
ужетњачом великих висина и брзина дизања који би омогућио варирање основних 
кинематских и динамичких параметара са специфичном мерном опремом за 
регистровање показатеља нестабилног кретања односно критичне брзине дизања,  
• израду управљачког система који би омогућио варирање карактеристика прелазног 
режима рада и његов утицај на "комфор вожње" са циљем дефинисања 
управљачког програма који би омогућио смањење динамичких оптерећења код 
постројења са великим брзинама дизања,  
• развој методе која би, на бази података регистрованих у току кретања кабине, 
омогућила избор најповољнијег тренутка за почетак кочења, у току једне 
полупериоде њеног осциловања, при принудном кочењу постројења са погонском 
ужетњачом, 
• истраживање утицаја односа масе кабине са теретом и носећих ужади на облике 
осциловања, 
• детаљну анализу утицајних величина, посебно вођица и трансферзалних 
осцилација ужади, на слободне лонгитудиналне осцилације кабине (коша) након 
заустављања погонског механизама, 
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• дефинисање експерименталног поступка који би омогућио да се утврде величине 
губитака посебно у погонском механизму а посебно у у окну  постројења како би се 
створила квалитетна подлога за анализу и повећање ефикасности рада постројења 
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Прилог: РЕЗУЛТАТИ МЕРЕЊА 
На наредним сликама приказане су промене брзине и убрзања коша извозне 
машине рудника „Јама“ РТБ Бор, као и промена укупне силе у ужадима (6 ком), током 
мерења. Диајаграми временски обухватају све остале случајеве кретања коша, који нису 
приказани у поглављу 6.0, а обухваћени су и објашњени кроз таб. 6.2. 
На сликама од П.12 до П.16, приказане су промене мерених величина, кроз записе 
који су трајали од почетка, па до краја експеримента. 
 
Слика П.1. Збирни дијаграм који одговара мерењима приликом спуштања празног коша 
сервисном брзином – датотека Б.001 
 
Слика П.2. Збирни дијаграм који одговара мерењима приликом спуштања празног коша 




Слика П.3. Збирни дијаграм који одговара мерењима приликом спуштања празног коша – 
датотека Б.004 
 
Слика П.4. Збирни дијаграм који одговара мерењима приликом спуштања празног коша – 
датотека Б.005 
 
Слика П.5. Збирни дијаграм који одговара мерењима приликом дизања празног коша, са 




Слика П.6. Збирни дијаграм који одговара мерењима приликом дизања празног коша, са 
наглим заустављањем – датотека Б.008 
 
Слика П.7. Збирни дијаграм који одговара мерењима приликом спуштања празног коша – 
датотека Б.009 
 
Слика П.8. Збирни дијаграм који одговара мерењима приликом спуштања празног коша 




Слика П.9. Збирни дијаграм који одговара мерењима приликом дизања празног коша (без 
људи на њему), након истовара терета – датотека Б.010-3 
 
Слика П.10. Збирни дијаграм који одговара мерењима приликом дизања празног коша, са 
наглим заустављањем – датотека Б.011 
 
Слика П.11. Збирни дијаграм који одговара мерењима приликом дизања празног коша, 




Слика П.12. Пређени пут коша у току трајања целог мерења 
 
Слика П.13. Промена брзине коша у току трајања целог мерења, добијена преко 
инкременталног енкодера 
 




Слика П.15. Промена убрзања коша у току трајања целог мерења 
 
Слика П.16. Промена укупне силе у носећим ужадима у току трајања целог мерења 
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